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1.

HUGONG DAN SU DUNG SACH

M&i bai hoc @éu duoc thiét ké theo cau tric gém nhirng phén sau day.

Thuét ngir: Diém tén cac déi tuong chinh cla bai hoc.

Kién thire, ki nang: Giap em xac dinh nhirng néi dung kién thtrc, ki nang chinh can linh
héi va rén luyén trong bai hoc.

Mo déau: Bua ra tinh hubng lam nay sinh nhu cau hoc tap; né c6 thé la mét bai toan thuc
té dai dién, hay la mét doan dan nhap. Em khong cn tra 161 ngay céc cau héi hay yéu cau
duoc dat ra & phan nay, ma sé giai quyét chung trong bai hoc, sau khi da ITnh héi duoc
luong tri thire va KT nang can thiét.

Muc kién thirc: Sau phdn mé @au, bai hoc dugc chia thanh cac myc theo tirng chi @é.
Nhin chung, méi don vi kién thirc c6 céu tnic sau day:

Hinh thanh kién thitc: Em can tich cuc tham gia vao cac hoat dong (#®) dé chiém
linh tri thirc. Cac #@ nay cho em co héi quan sat va trai nghiém, tinh toan valap luan

@é dit6i | khung kién thirc | m6t cach tu nhién.

Vi du: Em c6 thé hoc & day phuong phap, cach Iap luan va tinh toan, cach trinh bay
16i giai bai toan.
Luyén tdp: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du tuong (rng, em hay luyén tap
@é cling c6 kién thirc va rén luyén ki nang.
Vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang @& duoc hoc, em giai quyét cac
bai toan gan voi thurc té, két nai tri thire vai céac linh vire khac nhau trong hoc tép,
khoa hoc va cudc séng.
Em c6 thé bét gap mot khung chd  nhdm hd tro hoac binh Iuan,... cho néi dung tuong
(rng duoc dé cap ¢ bén canh.
Ngoai bén thanh phén co ban & trén, trong mét don vi kién thirc, em con co thé c6 co héi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra1oi , m& rong hiéu biét cing
Em cé biét?,...

83i tip: Em chti déng thuc hién ngoai gid trén 16p, tuy vay, thay/co sé danh thoi luong
nhéat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

. Céc bang tra clru va giai thich thuat ngtr (duoc @4t & cudi sach) cung cép dia chi tra clru

va giai thich mét sé khai niém, céng thire duoc phat biéu trong sach.

Hay bdo qudn, gi@ gin sdch gido khoa
dédanh tdng cdc em hoc sinh lop sau!
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LO'I NGI DAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay cac em la cubn TOAN 11 clia b6 sach “Két néi tri thirc véi cude séng”.
Bung nhu tén goi clia bé sach, céc kién thirc trinh bay & day chl yéu xuét phat
tir nhitng tinh huéng ctia cudc séng quanh ta va tré lai gitp ta giai quyét nhiing
vén dé cla cudc séng. Vi thé, khi hoc Toan theo cuén sach nay, cac em sé
cam nhan duoc rang, Toan hoc that Ia gan gui.

Boan mé& dau clia cac chuong, cac bai hoc thueng dua ra nhiing tinh huéng,
nhirng vi du thuc té cho thay su can thiét phai dua dén nhirng khai niém toan
hoc méi. Qua d6, cac em sé duoc trau ddi nhiing KT nang can thiét cho mét
c6ng dan trong thai hién dai, @6 1a kha nang “mé hinh hoa". Khi da dua van dé
thurc tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), chiing ta sé phat hién thém nhiing
kién thirc toan hoc méi, @& cling v6i nhirng kién thirc da biét giai quyét bai toan
thuc tién dat ra.

Hivong rang, qua méi bai hoc, méi chuong sach, qua méi vong lap tir thuc tién
@én tri thirc toan hoc, réi tir tri thirc toan hoc quay vé thirc tién, TOAN 11 sé
gitip cac em trwdng thanh nhanh chéng va tré thanh ngudi ban than thiét clia
cac em.

Chuc cac em thanh cong cling TOAN 111
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CHUONG |

HAM SO LUGNG GIAC .
VA PHUGNG TRINH LUONG GIAC

Chuong nay gidi thiéu khai niém goc luong giac, gia tri lugng giac clia goc lugng giac, cac
céng thirc lugng giae co ban, ham sé lugng giac, cach giai phuong trinh lugng giac co ban
va mét s6 (ing dung cla lugng giac trong thurc tién.

GIA TRI LUGNG GIAC
CUA GOC LUONG GIAC

THUAT NoUr KIEN THU'C, Ki NANG
+ Géc lugng giac « Nhan biét cac khai niém co ban vé goc lugng giac.

- S6 do ciia goc lugng giac i + Nhan biét khai niém gia tri lugng giac ctia mét goc lwgng giac.

+ Buong tron luong giac « M6 ta bang gia tri lugng giac clia mét s6 goc luong giac

« Gia tri lugng giac cia goc thuong gap; hé thirc co ban gila cac gia tri lugng giac cua
luong giac mot goc lugng giac; quan hé gira cac gia tri lugng giac cla

cac goc luong giac co lién quan dac biét: bu nhau, phu nhau,

d6i nhau, hon kém nhau 7.

* Sir dyng may tinh cam tay dé tinh gia tri lrgng gidc cta mét
géc luwong giac khi biét s6 do cua géc do.

+ Giai quyét mét sb vin dé thuc tién gén vai gia tri luong gidc
ctia goc lugng giac.

+ Hé thure co ban gitra cac
gia tri luong giac

Tram v try Quéc té ISS (tén Tiéng Anh: International Space
Station) ndm trong quy dao tron cach bé mét Trai Dét khoang
400 km (H.1.1). Néu tram mét déat theo d6i duoc tram v tru
1SS khi né nam trong géc 45° & tam clia quy dao tron nay
phia trén ang-ten theo déi, thi tram v tru ISS déa di chuyén
duoc bao nhiéu kilémeét trong khi n6 dang duoc tram mat
déttheo di? Gia st rang ban kinh ctia Tréi Dat Ia 6 400 km.
Lam tron két qua dén hang don vi.

Hinh 1.1
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1. GOC LUONG GIAC

a) Khai niém géc lwong gidc va sé do cia goc lwong gide
3 1o1. Nhén biét khai niém géc luong giac
Trén ddng hd & Hinh 1.2, kim phut dang chi ding s6 2.

a) Phai quay kim phut méy phén clia mt vong tron theo chiéu
quay ngugc chiéu kim déng hé dé no6 chi dung sé 12?

b) Phai quay kim phut may phéan ctia mét vong tron theo chiéu 12 giér 10 phut
quay clia kim déng hé @& né chi ding sé 12? Hinh 1.2

c) Cé bao nhiéu cach quay kim phut theo mét chiéu xac dinh dé
kim phut tir vj tri chi ding s6 2 vé vi tri chi dang s6é 12?

Trong mat phéng, cho hai tia Ou, Ov. Xét tia Om cliing ndm trong méat phang nay. Néu tia
Om quay quanh diém O, theo mét chiéu nhét dinh tir Ou @én Ov, thi ta néi nd quét mét
goéc lugng giac voi tia déu Ou, tia cubi Ov va ki hiéu la (Ou,0v).

Goéc luong giac (Ow,0v) chi duoc xac dinh khi ta biét durgc chuyén déng quay clia tia Om tir
tia Gau Ou @én tia cudi Ov (H.1.3). Ta quy u6c: Chiéu quay nguoc Voi chiéu quay clia kim
ddng hé la chiéu duwong, chiéu quay cung chiéu kim @éng hé la chiéu am.

S m
;

Hinh 1.3

Khi d6, néu tia Om quay theo chiéu duong dung mét vong ta néi tia Om quay géc 360°,
quay dung 2 véng ta néi né quay goc 720°%; quay theo chiéu am nira véng ta néi né quay géc
-180°, quay theo chiéu am 1,5 vong ta néi né quay géc —1,5-360° = -540°, ...

Khi tia Om quay géc o° thi ta néi géc lugng giac ma tia 36 quét nén cé sé do «°. Sé do clia
goéc luong giac cé tia dau Ou, tia cudi Ov dugc ki hiéu 1a sd (Ou,0v).

Jyeus el 0 m
o u v o uv v U\]:\ij % \\jt/\.um
sd (Ou,0v) = 360° sd(Ou,0v) = 720° sd(Ou,0v)=-180° sd(Ou,0v)=-540°

(Méi géc luong giac gbe O duoc xac dinh béi tia dau Ou, tia cubi Ov va sé do clia né. ]

Chiiy. Cho hai tia Ou,Ov thi cé vé sb géc lugng giac tia dau Ou, tia cudi Ov. Méi géc lugng
giac nhu thé déu ki hiéu la (Ou,0v). S6 do clia cac goc luong giac nay sai khac nhau mét

béi nguyén clia 360°.
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) Vidu1. Cho géc hinh hoc uOv c6 sb do 60° (H.1.4). Xac dinh
s6 do clia cac géc lwgng giac (Ou,Ov) va (Ov,0u).

Giai

Ta cé:

- Céc goc lugng gic tia dau Ou, tia cudi Ov c6 sé do la
50 (Ou,0v) = 60° + k360° (k € Z).

— Cac géc luong gic tia dau Ov, tia cubi Ou co sb do la Hinh 1.4
50 (Ov,0u) = -60° + k360° (k < Z).

3 Luyén t3p 1. Cho goc hinh hoc uOv = 45°. Xéc dinh s6 do cla goc Irong giac (Ow,Ov) trong
méi trudng hop sau:
v, \J

o u o u
a) b)

b) Hé thirc Chasles

) u02. Nhan biét hé thiic Chasles
Cho ba tia Ou, Ov, Ow v6i s6 do clia cac géc hinh hoc uOv.
va vOw Ian lugt 1a 30° vé 45°

a) Xac dinh sb do clia ba goc lugng giac (Ow,0v), (Ov.0w)
va (Ou,0w) duoc chi ra & Hinh 1.5.

b) Véi cac goc lugng giac & cau a, ching to rang co mét sé
nguyén k @é sd (Ou,0v) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,0w ) + k360°. Hinh 1.5

Hé thiic Chasles: V6i ba tia Ou, Ov, Ow bt ki, ta c6
sd (Ou,0v )+ sd (Ov,0w) = sd (Ou,0w) + k360° (k € Z.).

Nhan xét. Tir hé thirc Chasles, ta suy ra: Hé thirc nay tuong tu
Vi ba tia tuy y Ox, Ou, Ov ta co congthue
AB=0B-0A.
sd (Ou, Ov) = sd@(Ox, Ov) - sd(Ox, Ou) + k360° (ke Z).
Hé thire nay dong vai tré quan trong trong viéc tinh toan sé do
clia goc luong giac.
) Vidu 2. Chomét goc lugng giac (Ox, Ou) co s6 do —270° va mét

géc luong giac (Ox, Ov) c6 sb do 135°. Tinh s6 do clia cac goc
lwong giac (Ou, Ov).
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Giai
S6 do clia cac goc luong giac tia dau Ou, tia cudi Ov la
sd(Ou, Ov) = sd(Ox, Ov) - sd (Ox, Ou) + k360°
=135° - (-270°) + k360° = 405° + k360°
= 45° + (k +1)360° = 45° + m360° (M= k+ 1, m € Z).

Vay cac goc luong gidc (Ou, Ov) cb sé dola 45° + m360° (me Z).

Luyén tap 2. Cho mét goc lugng giac (Ox, Ou) c6 sé do 240° va mét géc luong giac (Ox, Ov)
c6 sb do -270°. Tinh sé do clia cac goc luong giae (Ou, Ov).
2.DON VI PO GOC VA DO DAI CUNG TRON

a) Don vi do goc va cung tron
Don vj do: Dé do goc, ta ding don vi d6. Ta da biét: Goc 1° bang # goc bet.

Bon vi @6 dugc chia thanh nhitng don vj nho hon: 1° =60% 1' = 60",

Béi voi cac goc lugng giac, khi ma sé vong quay trong chuyén @éng twong tng tir tia dau
Gén tia cudi 1a kha Ion thi s6 do clia chung tinh bang @6 sé 1ré nén cong kénh. Do d6, trong
khoa hoc va K thuét, bén canh viéc do bang d6, nguoi ta con str dung don vi do géc bang
radian.

Bon vj radian: Cho duong frén (O) tam O, ban kinh R va mét cung AB trén (O) (H.1.6).

Ta n6i cung tron AB c6 s6 do béng 1 radian néu do dai A
clia n6 ding bang ban kinh R. N4
Khi @6 ta cling néi rang géc AOB c6 sé do bang 1 radian A

vaviét: AOB = 1rad.

Quan hé giira d¢ va radian: Do duong tron co 6 dai la 2nR
nén né cé sé do 2r rad. Mat khac, dudong tron cé sb do béng
360° nén ta c6 360° = 2r rad. Hinh 1.6

Do d6 ta viét:

x 180’
[P—mrad va 1rad7[T) : ’

Chu y. Khi viét s6 do clia mét goc theo don vi radian, ngudi ta thuong khéng viét chir rad
sau s6 do. Chang han goéc % duoc hiéu la géc % rad.
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Pvidus
a) Déi tir 46 sang radian cac sé do sau: 45°; 150°.
b) Déi tir radian sang d6 cac sé do sau: %; %
Giai
a) Ta co:
45° —45.~__T.
180 4
5n
150° =150 —— = 2%
50 50 180°-6
b) Ta cé:
180
%-gLT] =60°; urad:n-(
o
Bt 00T o
4 4 n
Dtuyéntip3
a) Ddi tir 46 sang radian cac sé do sau: 360°; - 450°%;
11

b) Déi tir radian sang d6 cac s do sau: 3x; — 5

Ch y. Dudi day 1a bang tuong (rng gira s6 do bang @6 va s6 do bang radian clia cac géc
déc biét trong pham vi tir 0° @én 180°.

Do 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
T m 7 T 2n 3n 5n
Radi 0 INLEEND E SIRE = | =
Raven 6 7 3 2 3 7] 6
b) Dé dai cungtron

1 mos. Xay dyng céng thire tinh dd dai ciia cung tron
Cho duong tron ban kinh R.
a) D6 dai clia cung tron c6 sé do bang 1 rad la bao nhiéu?
b) Tinh @6 dai / clia cung tron cé sé do o rad.

[Mét cung clia duéng tron ban kinh R va c6 s6 do o rad thi cé @6 dai I = Ra. ]

) vidua. Gidi bai toan & tinh huéng mé déu.
Giai
Ban kinh quy dao clia tram i tru quéc té 1a R = 6 400 + 400 = 6 800 (km).

D6i 45° =45.— - L rad.
' 80 47
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Vay trong khi dugc tram mat dét theo doi, tram ISS da di chuyén mét quang dudng cé d6 dai la
I=Ra= saoo-g ~5340,708 ~ 5341 (km).

» Vin dung 1. MGt may kéo néng nghiép voi banh xe sau co
duong kinh la 184 cm, banh xe truéc c6 duwong kinh la
92 cm, xe chuyén déng véi van téc khéng ddi trén mét doan
duéng thang. Biét rang van téc clia banh xe sau trong chuyén
dong nay la 80 vong/phut.

a) Tinh quéng dudng di dugc clia may kéo trong 10 phut.
b) Tinh van téc clia may kéo (theo don vi km/gi®).
c) Tinh vén téc clia banh xe trudc (theo don vi vong/phtit).

3.GIA TRILUONG GIAC CUAGOCLUONG GIAC

a) Budng tron lwvong gide

) o4, Nhén biét khai niém dwdng tron lugng giac
Trong mat phang toa @6 Oxy, vé duong tron tam O ban kinh R = 1. Chon diém géc clia
dudng tron la giao diém A(1; 0) clia duong tron voi truc Ox. Ta quy udc chiéu duong clia
dudng tron la chiéu nguoc chiéu quay clia kim déng ho va chiéu am Ia chiéu quay clia kim
ddng hé.

a) Xac dinh diém Mtrén duong tron sao cho sd(OA, OM) = 57"

b) Xac dinh diém N trén dudng tron sao cho sd (OA, ON) = -—

« Budng tron luong giac Ia duang tron co tam tai géc l
toa d6, ban kinh bang 1, dugc dinh hudng va lay diém '
A(1; 0) lam diém gbc clia duong tron.

« Biém trén duong tron luong giac biéu dién goc qung
giac co s6 do o (d6 hoac radian) la diém M trén duéng
tron Iugng giac sao cho sd (OA, OM) =

) Vi du 5. Xéac dinh cac diém M va N trén dudng tron Ivong giac

1an luot biéu dién cac goc luong giac c6 sb do bang — 13”

va -150°.

Giai

Diém M trén dudng dudng tron luong giac biéu dién géc luong
giac co sb do béng % dugc xac dinh trong Hinh 1.8.

Diém N trén duéng duong tron luong giac biéu dién goc lugng
giac c6 s6 do bang —150° dugc xac dinh trong Hinh 1.8.

Hinh 1.8

10
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1 Luyén tdp 4. Xac dinh cac diém Mva N trén duéong tron lugng giac 1an Iuot biéu dién cac goc

Irong giac co sb do bang -% va 420°

b) Céc gia tri lwong gidc clia goc lwong gidc

) woa. Nhéclai khéi niém cac gia tri luong giéc sin o, cos o,
tan o, cot o clia goc « (0° <« <180°) da hoc & lop 10
(H.1.9a).

Hinh 1.9a Hinh 1.9b

Ta c6 thé mé rong khai niém gid trj Iong gide cho cac goc Iuong giac c6 s6 do tuy y nhu sau:

Gia str M(x; y) la diém trén duong tron luong giac, bidu dién goc Iugng giac cb sé do o
(H.1.9b).

=
+ Hoanh d6 x clia diém M duoc goi la cosin cla ., ki hiéu 1a coso.
cosa = X.

«+ Tung @6 y clia diém M duoc goi la sin clia o, i hiéula sina.
sina=y.
+ Néucosa#0,fisd -z.% duoc goi la tang clia o, ki hiéu la tano.

tang = moe = L (x#0).
cosa X

+ Néusina =0, ti s6 5% duoc goi la cétang clia o, ki hiéu la coto.
sina.

cosa X
cote = ——=— #0).
“ sina y (y )

« Cacgia tri cosa, sina, tana, cota. duoc goi la cac gia tri luong giac cla o.

Chuy
a) Ta con goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc césin.
b) T dinh nghia ta suy ra:
+ sino, coso. xac dinh véi moi gia tri clia o. va ta co:

-1<sina<t  -1<cosa<t sin(a+k2rn)=sina; cos(a+k2x)=cosa (ke Z).
« tana xac dinh khi o # % +kn (ke Z).
+ cota xac dinh khi o # kr (k & Z).

7. &
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+ DAu clia cac gia tri lugng giac clia mét géc lugng giac phu thude vao vi tri diém biéu dién
M trén dudng tron lugng giac (H.1.10).

Goc
Gt wpenandr | [ mo| v
lrgng giac

COS 0.
sin o
tan a.
cot a

- - 0

= + =

+ |+ [+ |+
+

= + =

" Hi 0
9 Vi du 5. Cho géc lugng giac cé sé do bang —B'EA Lt

a) Xac dinh diém M trén dudng tron luong giac biéu dién goc Iuong gidc da cho.

b) Tinh cac gia tri luong giac ctia goc lugng giac da cho.

Giai

a) Diém M trén duong tron long giac biéu dién gocluong giae co s6 dola —;;f— dugc xac dinh
trong Hinh 1.11.

) Luyén tip 4. Cho goc luong giac co sé do bing %" Hinh1.11
a) Xac dinh diém M trén duéng tron lugng gidc biéu dién goc lugng giac da cho.
b) Tinh céc gia tri lvong giac clia goc lugng giac da cho.

c) Gia tri lwong gidc cla cic goc dic biét

0 3 = s z
Goc o 6 4 3 2
0° 30° 45° 60° 90°
sina. 0 l ﬁ é 1
2 2 2
coso 1 ﬁ Q 1 0
2 2 2
1
ta
no. 0 B 1 3 Khéng xac dinh
1
t Khéng xac dinh 1 - 0
cota. ng xac dinl 3 B
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d) Sir dung may tinh cém tay dé déi sé do goc va tim gid tri lwong gidc cua goc
C6 thé dung may tinh cam tay @ tinh gia trj lugng giéc clia géc lugng giac va déi sé do d6
clia cung tron ra radian va nguoc lai.

» Vi du 6. Sir dung may tinh cam tay dé tinh: sin[—g—"]; tan63°52'41" (1am tron két qua dén
chr s6 thap phan thir tu). 4
Giai

Tinh Bé&m phim Man hinh hién| Két qua

sin[ 9"} 58 58 18 (2) () O @ @ @\ (M B @ D E  |-0.707106781|-0,7071

tan63°5241" 008 (1) (zn) (8) B (9 B @D B9 @ @D 4 B | 2.039276645 | 2,0393

® Vidu7. a) Déi 33°45' sang radian; b) Déi % (rad) sang d6.
Giai
Bai B4m phim Mén hinh hien|  Két qua
s0 do
33°45' @ EE @ EE 6D (DRGP)E E | 0.589048622 | 0,5890 (rad)

3
7 88 (D (0@ D@ D ED(DRGH) DIEE | 42°58'19" | 42°58'19"

3 Luyén tdp 5. ST dung may tinh cam tay dé:
a) Tinh: cos37—"; tan(-37°25");
b) Déi 179°23'30" sang radian;

c) Boi -g (rad) sang @6.

4.QUAN HE GIUPA CAC GIA TRILUONG GIAC

a) Céc cong thirc lwvong gidc co ban
) wos. Nhan biét cac cong thire lwong giac co ban
a) Dua vao dinh nghfa clia sin o va cosa, hay tinh sin? a + cos? a.
b) Str dung két qua clia HD5a va dinh nghta clia tana, hay tinh 1+ tan? a.
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D6i v6i cac gia tri luong giac, ta co cac hé thire co ban sau:

sin? o +cos® o= 1

1+tan’ o = 12 (aaﬁf+kn,ke2)
cos®a 2

1+cot?a = _1

3 (o #km keZ)
sin® a

tana-cota =1 [a*%,keZ]‘

3 Vi du 8. Tinh cac gia tri Ilwong giac clia goc o, biét: sina :% va 90° < a <180°.
Giai
Vi90° < o < 180° nén cosa < 0. Mét khac, tir sin? o +cos®a =1suy ra

cosa=—v1-sin? o =— 4.9 4

3 255"
. sina 5 3., 1 4
tana = == -_vacota=——=—=-=.
s cosa 4 4 Va ol = o §e 49
5 4

2 Luyén tdp 6. Tinh céc gia tri lugng giac clia goc o, biét: cosa = —% van<a< o

b) Gia tri lwong gidc clia cac goc co lién quan dic biét

) wo6. Nhan biét lién hé gidra gia tri lugng giac cua cac géc dbi nhau

Xét hai diém M, N trén duong tron Irong giac xac dinh bai hai géc déi nhau (H1.12a).

a) C6 nhan xét gi vé vi tri clia hai diém M, N d6i voi hé truc Oxy. Tur d6 rut ra lién hé gitra:
cos(-a) va cos ; sin(-a) va sina.

b) Tur két qua HB6a, ritra lién hé gitra: tan(—«) va tan o; cot(~a) va coto.

V6i két qua HDS, ta co lién hé gitra cac gia tri lugng giac:

+ Goc d6i nhau (o va o)
cos(—u) =cosa
sin(-a)=-sina

tan(-a) = -tana
cot(-a) =—coto.

Hinh 1.12a

. 3
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Tuong tu HDB, ta cling co lién hé gilra gia tri lrong giac clia cac goc bu nhau, phu nhau va
hon kém =, nhu sau:

* Gochbunhau(ava n-a)

sin(n—a) =sina
cos(n—a)=-cosa
tan(n-a)=-tana
cot(n — o) = —cota.

+ Goéc phu nhau (avé%—a)

« Goéchonkémn(ava n+a)

sin(mt+a)=-sina
Cos(m + o) =-cosa

tan(r + o) = tana

cot(n + o) =cota.

Hinh 1.12d
Chiiy. Nhé cac cong thirc trén, ta c6 thé dua viéc tinh gia tri Irong giac clia mét géc lugng
giac bat ki vé viéc tinh gia trj lugng giac clia goc o. véi 0 < a < %

» Vidu 9. Tinh: a)ws(-%); b)cot(_675°).
Giai. Ta co:
a) cos Am): ::osm = oos[s—n +2n] e Acos[n—a—"}: —cosZ= -Q.
4 4 2 2 2 2 2

b) cot(-675°) = cot(45° ~2.360° ) = cot45° =1.

D Luyéntip2. Tinh: ) sin(-675°); b) tan%.
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3 Vin dung 2. Huyét ap clia mi nguéi thay ddi trong ngay. Gia str huyét &p tam truong (tic
la ap Iwe mau lén thanh déng mach khi tim gién ra) cia mét nguoi nao d6 ¢ trang thai nghi
ngoi tai thoi diém t duoc cho béi cong thirc:

B(t)-80+7sin =L,
12

trong @6 t la sb gi¢ tinh tU lic nira @ém va B(f) tinh bang mmHg (milimét thuy ngan).
Tim huyét ap tam triong clia ngudi nay vao cac thoi diém sau:

a) 6 gio sang; b) 10 gié 30 phatsang;  c) 12gio trua;  d) 8 gid t6i.
BAITAP
1.1. Hoan thanh bang sau:
S6 do d6 15° 2 0° 900° 2 ?
< 2 3n n 11n
S6 do radi ? = ? ? =5 R
6 do radian = o o
1.2. M6t duéng tron co ban kinh 20 cm. Tim d6 dai clia cac cung trén duéng tron do c6 sé
do sau:
a) = b)15; ¢)35°% d) 315°,
1.3. Trén dudéng tron luong gidc, xac dinh diém M biéu dién cac géc luong gidc co sé do sau:
a)é_"; b) 7¥: ©) 150°; d) ~225°,
1.4. Tinh cac gia tri lwong gidc clia géc o, biét:
a)oosa:%va()<u<%; b)sina:—i—va-;-<u<n:
c)tamx=«l§vén<a<ﬁ: d)ootaz—Lvéa—n<a<2n.
2 2 2
1.5. Chirng minh cac dang thic:
2 3
a) cos® a-sina=2cos? a -1 b)wztanza.

=2
sin® a
1.6. Banh xe ctia nguoi di xe dap quay duoc 11 vong trong 5 giay.
a) Tinh géc (theo d6 va radian) ma banh xe quay dugc trong 1 giay.

b) Tinh d6 dai quang duwdng ma ngudi di xe da di dugrc trong 1 phut, biét réng duong kinh
clia banh xe dap la 680 mm.

16
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THUAT NoU
+ Céng thirc céng
+ Cong thirc nhan déi

a) cos75°%

1 ; ‘!‘ 1 g Tailieu_com

CONG THUC LUGNG GIAC

+ Céng thirc bién ddi tich thanh téng |
+ Céng thirc bién di téng thanh tich
1

| KIEN THU'C, Ki NANG

i » Mbta cac phép bién dbi lugng giac co ban: céng thurc céng;

; céng thirc goc nhan doi; cong thirc bién déi tich thanh téng
va céng thirc bién di téng thanh tich.

« Giai quyét mét s van dé thuc tién gan vei gia tri lugng giac

i 1. CONG THU'C CONG

3 101 Nhan biét céng thirc cong

clia goc luong giac va cac phép bi

a) Choa =% vab= % héay chiing t cos(a - b) = cosacos b + sinasinb.

b) Béing cach viéta+b=-a —(~b) va tir cong thirc & HD1a, hay tinh cos(a + b).

reos(a- b) =cosacosb +sinasinb
cos(a+ b)=cosacosb-sinasinb
sin(a - b) =sinacosb - cosasinb
sin(a + b)=sinacosb + cosasinb
tana -tanb
T+tanatanb
tana +tanb
1-tanatanb

tan(a-b)=

tan(a+b)=

(gia thiét cac biéu thirc déu cé nghra).
\

J

) Vidu 1. Khéng dung may tinh, héy tinh:

3
b) tan-X-.
Jtang

déi lugng giac.

M6t thiét bi tré kT thuat sb Iap lai tin hiéu dau vao bang cach Iap lai tin hiéu d6 trong
mét khoang thoi gian cb dinh sau khi nhan dugc tin hiéu. Néu mot thiét bj nhu vay nhan
dugc nét thuén £,(t) =5sint va phat lai dugc nét thuan £, (t)=5cost thi am két hop
la f(t)=f,(t)+f,(t). trong d6 t la bién thoi gian. Chung t6 rang &m két hop viét duoc
dudi dang f(t)=ksin(t+ o), tirc la am két hop 1a mét song &m hinh sin. Hay xac dinh
bién @ am kva pha ban dau ¢ (- < ¢ < ) clia s6ng am.

c) Béng cach viét sin(a—b)=cos[§—(a~b)]=cos[gAa]+b] va slr dung céng thirc
vira thiét 1ap & HD1b, hay tinh sin(a-b).
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Giai
a)cos75° = cos(45° +30° ) = cos 45° cos 30° - sin45° sin 30° :-‘/5_%12-:17-‘/2—5% -2
s T 2
tan= —tan—- 4 (B4

b)tani:tan[ﬁ—ﬂ]: 3 " B (B, &

1z 8 4) qitanZ.tanl 1493 31

3 4
) Vi du 2. Chirng minh réng sinx+cosx=~/55in[x+-}]‘

Giai
Taco
ﬁsin(x +%] = ﬁ[sinxcos%+cosxsin%]:ﬁ[sinx~g+cosx~g]=sinx+cosx,
Déng thire dwgc chirmg minh.

3 Luy@n tdp 1. Chung minh rang:

a)sinx—cosx:ﬁsin(x—%];
x=£+kn,x:£+kmksi\".
2 4 )

1 Vin dung 1. Giai bai toan trong tinh huéng mé dau.

b)mn[%_xJ:Ltanx (

1+tanx

2.CONG THU'C NHAN BOI

) o2, Xay dyng céng thire nhan déi
L&y b= a trong cac cong thirc cong, hay tim cong thirc tinh: sin2a; cos2a; tan2a.

sin2a = 2sinacosa
cos2a=cos’a-sin’a=2cos’a-1=1-2sin’a
2tana

tan2a = 5
1-tan“a

) vidu3. Chocosa= —% (% <a< n]. Tinh sin2a.

Giai

2
Vi %<a<nnén sina > 0. Do 6 sina=J1—cosza=1’1—[—%) :"1—%=J§:¥A

Vay sin2a =2sinacosa=2- 3

i
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Cong thirc ha bac:
_1+cos2a
2

J tuyén tip 2. Knhéng dung may tinh, tinh cosZ.
8 cos’a

a - o e . s e
3.CONG THU'CBIEN POITICH THANH TONG
) wo3. Xay dyng cong thirc bién déi tich thanh téng
a) Tl cac cong thirc cong cos(a + b) va cos(a - b), héy tim: cosacos b; sinasin b.
b) Tir céc cong thirc cdng sin(a + b) va sin(a - b), hay tim: sinacosb.

Ar )
cosacosh :ELcos(a ~b)+cos(a+b)]
hsr 1
sinasinb = E[cos(a— b)-cos(a+b)]

. A 3
sinacos b =§[sm(a— b)+sin(a+b)].

9 vidu 4. Tinh gié tri clia cac biéu thurc:

A=cos—cos—; B=cos75%sin15°
12 12
Giai
Ta cé:
5n n 1 {51: 71r] (57: 71(]
A =00S=—C0S— = —| COS| — — — |+ COS| — + —
12 12 2| 12 12 12 12
1 = 1(3 J3-2
7§[cos(~—6-]+cosnj|75[—2-~1JfT.

| PR Tt ey
B-= 2[sm(15 75°)+ sin(15° + 75 )]

P — | (O )
_E[sm(—GO )+sin90' J-E[—THJ_T_

) Luyén tip 3. Khéng dung may tinh, tinh gia tri clia cac biéu thirc:

A=cos75°cos15°; B= sinﬂcosﬁ.
12 12
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4.CONG THU'C BIEN DOI TONG THANH TicH
) w04, Xay dung céng thire bién déi téng thanh tich

Trong cac céng thirc bién @éi tich thanh tong & Muc 3, dat u=a-b, v=a+ b va viét cac
cong thirc nhan dugc.

u-v

2

2 2
Y
2

u-v

sinu—sinv =2cos Y sin =Y.
2 2

cosu —cosV =-2sin

: . sl
sinu + sinv = 2sil

1 Vi du 5. Khong dung may tinh, tinh gia tri cla biéu thuc A = sin% - sin%+ sin-;—n‘
Giai
5n 4n S5r . 4n Sn

A:(sin£+sin7—] Sin2Z = 28in =t coS = — Sin—t = Sin— —sin—- = 0.
9 9 9 9 3 9 9 9

1) Luyén tdp 4. Khong dung may tinh, tinh gia tri clia biéu thirc
B=cos— —mss—'t + cos”"
9 9’

 vin dung 2. Khi nhan mét phim trén dién thoai cam tng, ban phim sé tao ra hai am thuan,
két hop véi nhau d@é tao ra &m thanh nhan dang duy nhét phim. Hinh 1.13 cho thay tan
sb thép f, va tan s6 cao f, lién quan @én mai phim. Nhan mét phim sé tao ra séng am
y =sin(2rft) +sin(2nf,t), & d6 t1a bién thoi gian (tinh bang gidy).

a) Tim ham s6 mé hinh hoa am thanh duoc tao ra khi nhan phim 4.

b) Bién ddi cong thurc vira tim duoc & cau a vé dang tich cia mét ham sé sin va mét ham
s6 cosin.

Tén sé cao
1209 1336 1477 Hz
Lol

697 Hz—[1]
Tin sb 770Hz—(4]) (5] (8]
thap 852 Hz—[7] (B}
%41H—[F] @ [#

Hinh 1.13
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BAITAP
1.7. St dung 15° = 45° —30°, héay tinh cac gia tri luong giac clia goc 15°.
1.8. Tinh:

a) cos(a +g—] biét sina = 715 va %<a <m

b)tan[a—%],biét cosa= —% va n<a<%A

1.9. Tinh sin2a, cos2a, tan2a, biét:

a)sina:%vag<a<m b)sina+cosa=-;—va§<a<%"-.
1.10. Tinh gia trj clia cac biéu thirc sau:
sinﬁoos%«rsin%cos% - o - =
a)A:W; b) B=snn3—2wsa—2msﬁoosg.

COS—COS— —Sin——.sin—
15 5 15 5

1.11. Ching minh dang thirc sau:
sin(a+ b)sin(a-b)=sin’ a-sin’b = cos’ b - cos’ a.
1.12. Cho tam giac ABC c6 B= 75% C = 45° va a= BC = 12 cm.
a) Str dung céng thirc S = %absinc va dinh li sin, hdy chirng minh dién tich cla tam giac
ABC cho bai cong thirc
_a’sinBsinC
2sinA -

b) Str dung két qua & cau a va cong thire bién dbi tich thanh téng, hay tinh dién tich S clia
tam giac ABC.

1.13. Trong Vat li, phuong trinh téng quat ciia mét vat dao déng diéu hoa cho bdi céng thire
x(t) = Acos(wt + @), trong d6 t 1a théi diém (tinh bang giay), x(t) 1a li @6 cla vét tai thoi
diém t, A la bién d6 dao dong (A > 0) va ¢ =[-m;x] la pha ban dau clia dao dong.

Xét hai dao dong diéu hoa cé phuong trinh:

S

x,(t)= 2cos(§t . %) (cm),

Xy(t) = 2cos(§t -%) (cm).

Tim dao d6ng tdng hop x(t) = x,(t) + X,(t) va slr dung cong thirc bién ddi tdng thanh tich
dé tim bién d6 va pha ban dau clia dao dong téng hop nay.
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THUAT NoU

+ Ham s6 lugng giac

« Ham sé chdn

« Ham sé &

+ Ham sé tuan hoan

+ Do thi cta ham sé
luong giac

KIEN THU'C, Ki NANG

+ Nhan biét cac khai niém vé ham sé chan, ham sé I&, ham sé tuan hoan.

« Nhan biét cac @ic trung hinh hoc cua d thi ham s chan, ham sé 1&,
ham sé tuan hoan.

+ Nhan biét cac ham sb luong giac y=sinx, y =cosx, y=tanx,

y = cot x théng qua duong tron lugng gidc. M6 ta bang gia tri cua bén

ham sé lugng giac do trén mét chu ki.

VE& db thj clia cac ham sb y = sinx, y = cos X, y = tanx, y = cotx.

Giaithich tap xac dinh; tap giatrj; tinh chat chan, Ié; tinh tudn hoan; chu ki;

khoang déng bién, nghich bién cliia cac ham sb y = sinx, y = cosx,

y =tanx, y = cotx dya vao @b thi.

Giai quyét mot s6 van dé thuc tién gan voi ham sb lugng giac.

Gia slr van téc v (tinh bang lit/giay) clia luéng khi trong mét chu ki hé hép (tdrc I thoi gian tir
luc bt dau clia mét nhip thé @én khi bt dau cua nhip thé tiép theo) clia mét ngudi nao @6
& trang thai nghi ngoi dugc cho bai cong thirc

nt
=0,85sin—,
v sin=

trong d6 tla thoi gian (tinh bang giay). Hay tim thoi gian clia mét chu ki hé hap day du va sé
chu ki hé hap trong mét phut clia ngudi 6.

1. DINH NGHIA HAM S8 LUONG GIAC
) uo1. Hoan thanh bang sau:

X sinx COS X tanx cot x
z 2 ? ? ?
6
0 ? % 2 ?
L
- ? ? ? ?
2

V6i méi s6 thuc x, ta xac dinh dugc duy nhat mét diém M
trén duéng tron Iuong giac sao cho sb do clia géc luong
giac (OA,0M) bang x. Do d6, ta luén xac dinh duoc cac gia
tri Iugng giac sin x va cos x clia x 1an Iuotla tung d6 va hoanh
a6 clia diém M. Néu cos x = 0, ta dinh nghfa tanx =

néu sinx = 0, ta dinh nghfa cot x =

sin x

—va
cos X

cos X
sinx
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Tl day, ta c6 dinh nghfa sau vé cac ham sé luong giac.

Quy téc dat twong tmg méi s thuc x véi s6 thurc sinx duoc goi la ham sé sin, ki higu |
la y = sinx.

Tap xac dinh clia ham s6 sin 1a R.

Quy tac dat twong tng méi s6 thuc x véi sb thuc cosx dugc goi la ham s césin,
ki hiéu 1a y = cosx.

Tap xac dinh ctia ham s6 césin la R.
sinx
cos X

+ Ham s6 cho béng céng thirc y = duoc goi la ham sé tang, ki hiéu la y= tanx.
Tap xac dinh clia ham s6 tang la R\{%+kn| ke Z}

+ Ham sb cho béng céng thirc y = % duoc goi la ham sé cétang, ki hiéu a y = cotx.

Tép xac dinh clia ham s6 cétang la &\ {kx |k  Z}.

\

% Vidu 1. Tim tap xac dinh clia ham s6 y = L
Giai Cos x
1al

Biéu thirc —— 6 nghia khi cosx =0, trc 18 x # S+ kx (ke Z).
cos X 2

Vay tap xac dinh clia ham sé da cho la R\{§+kn|kel}.

3 Luyén t3p 1. Tim t4p X4c dinh clia ham s6 y = — —.
sinx

2.HAM SO CHAN, HAM S0 LE, HAM SO TUAN HOAN
a) Ham sé chan, ham sé lé

) Ho2. Cho hai ham s6 f(x)= x? va g(x) = x*, v6i cac db thj nhu hinh duéi day.

y y
4 3
3 2
2 1
1
TR
LBy SR ] et e B2
<1
D6 thj ham sé y = fix) = x D6 thj ham séy = g(x) = X
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a) Tim céc tap xac dinh D, D, clia cac ham s6 fix) va g(x).

b) Chuing t6 réng f(-x) = f(x),¥x e D,. Cé nhan xét gi vé tinh déi xtrng clia d6 thj ham sb
y = fix) d6i v6i hé truc toa @6 Oxy?

c) Chimng toréng g (-x) =g (x),¥x & D,. Co nhan xét gi vé tinh d6i ximg ctia d6 thi ham s6
y = g(x) d6i voi hé truc toa @6 Oxy?

Cho ham s6 y = f(x) c6 tap xéac dinh 1a D.

+ Ham s6 f(x) duoc goi la ham s6 chdn néu wx eD thi ~xeD va f(-x)=f(x).
B4 thj clia mét ham s6 chdn nhan truc tung 1a truc déi xirng.

« Ham s6 f(x) duoc goila ham s6 1& néu wx e D thi —x e D va f(-x) = —f(x).
D6 thi clia mét ham sb 1é nhan géc toa d6 la tam déi xung.

Nhan xét. D& vé a6 thi clia mot ham s6 chén (tuong ang, 1€), ta chi can vé phan d6 thi cla
ham s véi nhiing x duong sau d6 Iay di xrng phén @6 thi da vé qua truc tung (tuong tng,
qua gc toa @), ta sé duoc db thj clia ham sb da cho.

D Vi du 2. Xét tinh chdn, 1& clia ham s6 f(x)= xsinx.
Giai
Tap xac dinh cliaham sé1a D= R.
Do d6, néu x thudc tap xéac dinh D thi —x cling thudc tap xac dinh D.

Ta cé: f(—x) =(-x)sin(-x) = xsin x =f(x), ¥xeD.
Vay f(x)= xsinx la ham s6 chan.

) tuyén tdp 2. Xéttinh chan, 1& clia ham sb g(x) = %
b) Hém sé tuan hoan

) uo3. So sanh:
a) sin(Xx +2x) va sinx; b) cos(x +2r) va cos x;

c) tan(x + ) va tanx; d) cot(x + ) va cot x.

Ham s6 y = f(x) c6 tap xac dinh D duoc goi la ham sé tuan hoan néu ton tai s6 T =0
sao cho v6i moi x e D ta cé:

i)x+TeDvax-TeD;

ii) f(x + T) =f(x).
S6 T duong nhé nhét thoa man cac diéu kién trén (néu co) duoc goi la chu ki cta
ham sé tuén hoan do.

b Ham sb6 hang fix) = ¢ (c la hdng s6) c6 phai la ham s6 tuan hoan khéng? Néu ham sb
tuan hoan thi n6 cé chu ki khéng?
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Nhan xét

a) Cacham sb y = sinx va y = cosx tuin hoan voi chu ki 2r. Cac ham s6 y = tanx va y = cotx
tuan hoan véi chu ki 7.

b) D& vé d6 thi cia mét ham s6 tuén hoan voi chu ki T, ta chi can vé db thi clia ham s6 nay
trén doan [a; @+ T], sau d6 dich chuyén song song véi truc hoanh phén @b thj da vé sang
phai va sang trai cac doan c6 d6 dai lan luotla T, 2T, 3T, ... ta duoc toan bo d6 thi cla
ham so.

3 Vi du 3. Xét tinh tudn hoan clia ham s6 y = sin2x.
Giai
Ham s6 c6 tap xac dinh la R va véi moi sé thuc x, ta cé:
X-neR X+neR,
sin2(X + xt) = sin(2x + 2) = sin 2x.
Vay y = sin2x la ham sé tudn hoan.
Chii y. Téng quat, ngudi ta ching minh duoc cac ham sé y = Asinex va y = Acos ox

(> 0) 14 nhimg ham s6 tuan hoan véi chu ki T = 2.
w

) Luyén tdp 3. Xéttinh tuan hoan clia ham s y = tan2x.

3.D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y= sin x
) uo4a. Cho ham sé y = sinx.
a) Xét tinh chan, |& clia ham sé.
b) Hoan thanh bang gia tri sau ctia ham s6 y = sinx trén doan [-m; 7] bang cach tinh gia tri

clia sinx v&i nhirng x khéng am, sau d6 sir dung két qua cau a dé suy ra gia tri trong ting
clia sinx véi nhiing x am.

e Il 2= 3= I iz o I T 3n -
4 2 4 4 2 4
sinx 74 ? 7 2 ? i ? ?

Béng céch lay nhiéu diém M(x; sinx) véi x e[~ n] va néi lai ta dugc @6 thi ham sé
y =sinx trén doan [-7, ).

c) Béng cach lam tuong tu cau b cho cac doan khac cé d6 dai bang chu ki T = 2x, ta duoc
@6 thi cia ham sé y = sin x nhu hinh duéi day.
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Tir d6 thi & Hinh 1.14, hay cho biét tap gia tri, cac khoang déng bién, cac khoang nghich bién
clia ham s y = sin x.

Ham sé y = sinx:

+ Cotap xac dinh la R va tap gia tri la [-1; 1];

+ Laham sb I& va tuan hoan v6i chu ki 2m;

+ Déng bién trén méi khoang [-% k2w 2 kz,,] va nghich bién rén méi khoang
E o SE kzn],k eZ;
2 2

+ Co6 do thi d6i xirng qua géc toa d6 va goi la mot duong hinh sin.

) vidu 4. Sir dung @6 thj & Hinh 1.14, hay xéac dinh cac gia tr clia x trén doan [-3; ﬂ] aé
ham sé y = sinx: 2 2

a) Nhan gia tr bang 0; b) Nhan gia tri duong.
Giai
3 5 n, 3n §
a) Tir d6 thj ta suy ra trén doan [—5; 7].y = 0khix=0;x=m.

b) Ham sb nhan gia tri dwong ting voi phan dé thi nam trén truc hoanh. Tir @8 thj ta suy ra
trén doan [—g; 3—;].thi y > 0 khi X & (0;7).
1 Luyén tip 4. Tim tap gia tri clia ham s6 y = 2sin x.
7 Vin dung 1. Xét tinh huéng mé déu.
a) Giai bai toan & tinh huéng mo déu.
b) Biét rang qua trinh hit vao xay ra khi v > 0 va qua trinh tho ra xay ra khiv < 0.
Trong khoang thoi gian tir 0 dén 5 giay, khoang thoi diém nao thi ngudi d6 hit vao? nguoi
d6 tho ra?
4.90 THI VA TiNH CHAT CUAHAM SO y = cos x

) 105, Cho ham s y = cos X.
a) Xét tinh chan, I& clia ham sé.

b) Hoan thanh bang gié tri sau clia ham sé y = cos x trén doan [-x; 7] béng céch tinh gia tri
clia cos x v&i nhiing x khéng am, sau d6 str dung két qua cau a dé suy ra gia tri trong
rng clia cos X V&i nhing x am.

N Il = 5 &= || 2 -
4 2 4 4 2 4
cosx ? ? ? i ? ? ? ? ?

Bang cach lay nhiéu diém M(x; cos x) Voi x e [-; «] va ndi lai ta duoc @6 thi ham sé
y = cos x trén doan [-; n].
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c) Béng cach lam tuong tu cau b cho cac doan khac cé d6 dai bang chu ki T = 2x, ta dugc
b th clia ham s6 y = cos x nhu hinh dudi day.

Hinh 1.15

d) Turddthi & Hinh 1.15, hay cho biéttap giatri, cackhoang déng bién, cac khoang nghich bién
clia ham sb y = cosx.

Ham s6 y = cos x:

« Cotap xac dinh la R va tap gia trila [-1; 1];

« La ham sé chén va tuan hoan véi chu ki 27;

« Dbng bién trén méi khoang (- + k2m; k2x) va nghich bién trén méi khoang
(k2mn+ k2r), k € Z;

« C6 d6 thi 1a mét duong hinh sin d6i xng qua truc tung.

3 Vi du 5. SIr dung @6 thi & Hinh 1.15, hay xac dinh céc gid tri cla x trén doan {—E-’E- —"—] aé

ham sé y = cos x: 272
a) Nhan gia ri bang 0; b) Nhéan gia trj am.
Giai

gy 2 3t n . 3n n n
a) Tr dothitasuyratrén doan | -==. — | y=0khix=——, x=——=, x=—.
) | ly oal [ 23 e 2 2 >
b) Ham sé nhan gié tri &m Gng voi phan d6 thi ndm dudi truc hoanh. Tur @ thi ta suy ra trén

3n.n < s 3n, =«
doan | ——; = |, thi 0 khi —— .
? [ 2 2} y<oknxe(-3-3)

 Luyén tdp 5. Tim tap gia tri cia ham s y = -3cos x.

) Vin dung 2. Trong Vat i, ta biét rang phuong trinh téng quat clia mét vat dao déng diéu hoa
cho bai cong thirc x(t) = Acos(wt + @), trong do tla thoi diém (tinh béng giay), x(t)lali @6 cta
vat tai thoi diém ¢, A la bién d6 dao déng (A > 0), ot +¢ la pha clia dao dong tai thoi diém t
va ¢ e[-n;x] 1a pha ban dau clia dao déng. Dao ddng diéu hoa nay cé chuki T = 2 (tuc la
khoang théi gian dé vat thuc hién mét dao déng toan phan). ¢
Gia str mét vat dao dong diéu hoa theo phurong trinh x(t) = -5cos4xt (cm).

a) Hay xac dinh bién d6 va pha ban dau clia dao déng.
b) Tinh pha clia dao déng tai thoi diém t = 2 (gidy). Héi trong khoang thoi gian 2 gidy,
vat thuc hién duoc bao nhiéu dao déng toan phan?

@1
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5.D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y = tan x

J w06, Cho ham sé y = tan x.
a) Xét tinh chan, 1& ctia ham sé.

b) Hoan thanh bang gié tri sau ctia ham s6 y = tan x trén khoang [—%; f]A

2
” 221 2l g L L T

3 2 6 6 7 3

y=tanx | 2 ? ? ? ? ? ?

Béing cach l4y nhiéu diém M(x; tanx) voi x 5(7%; g] va néi lai, ta duoc db thi ctia ham

sb y = tan x trén khoang [—%; g]

¢) Bang cach lam tuong tu cau b cho cac khoang khéc co @6 dai bang chu ki T = x, ta dugc
@b thj clia ham sé y = tan x nhu hinh duéi day.

y

N

(g

Hinh 1.16
Tur @6 thi & Hinh 1.16, hay tim tap gia tri va cac khoang déng bién clia ham sé y = tanx.

Ham s6 y = tanx:

« CoOtap xacdinh la ]R\{%Hﬂﬂkez} va tap giatri la R;
« Laham s6 & va tuan hoan véi chu ki =;

« Déng bién trén méi khoang (-%+ Kk, §+ kn],k eZ;

+ C6db thi d6i xirng qua géc toa do.
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) ] \rlxdug 6. S dung @6 thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cAc gia trj clia x trén doan {—n: %]
de ham so y = tanx:
a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia trj duong.
Giai
3
2
b) Ham s6 nhan gia tri duong tng véi phan d6 thi ndm trén truc hoanh. Tur @6 thi ta suy ra

a)Tu démitawyratréndoan{—n; ] y=0khix=-mx=0x=mn

trén doan [_m %}thl ¥ > Okhi x e[-m —%]u[(), %]u(m %)
) Luyén tip 6. SUr dung @b thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan

[_n; 3?"] @& ham sé y - tan x nhan gia tr am.

6. 00 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S8 y= cot x

) #07. Cho ham sé y = cot x.
a) Xét tinh chan, 1& clia ham s6.

b) Hoan thanh bang gié tri sau clia ham sé y - cot x trén khoang (0; ).

X = £ x x 2% o 2l
6 4 3 2 3 4 6
cotx s ? ? s ? ? ?

Bang céch lay nhiéu diém M(x; cotx) véi x & (0; x) va ndi lai, ta duoc dé thi ciia ham sé

y =cotx trén khoang (0; 7).

c) Béng cach lam tuong tu cau b cho cac khoang khac c6 d6 dai bang chu ki T = =, ta duoc
@b thi clia ham s6 y = cot x nhu hinh dudi day.

y

Hinh 1.17
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Tir @6 thi & Hinh 1.17, hay tim tap gia trj va cac khoang nghich bién clia ham s6 y = cot x.

Ham sé y = cot x:

+ Cotap xacdinhla R\ {kn |k e Z| va tap gia tri la R;
« Laham sb |é va tuan hoan véi chu ki =;

+ Nghich bién trén méi khoang (kmx+ k), k e Z;

+ C6 d6 thj di xing qua géc toa do.

) Vidu 7. SU dung d6 thj d& vé & Hinh 1.17, hdy xac dinh céc gié tri clia x trén doan [—1; 21(]
dé ham sé y - cotx: 2

a) Nhan gia tri bang O; b) Nhan gia tri am.
Giai
a) T d6 thi ta suy ra trén doan {-%; 2;:]y= 0 khi x:—g: x:%; x:%".

b) Ham s6 nhan gia tri &m (g véi phan @6 thi nam duéi truc hoanh. Tur dé thi ta suy ra trén
T, 3 PR A% | (x, ] [Sn )
doan | -—; 2n | thiy<Okhixe| == 0 (U| = n |U| —;2r|.
a[z 7:] y< EL 20J ‘Z'tk 3 nJ

 tuyén tip 7. SU dung @ thji & vé & Hinh 1.17, hay xéc dinh cac gié tri cla x trén doan
[~%; 211] @& ham s6 y= cot x nhan gia trj duong.

BAITAP

1.15. Tim tap xac dinh clia cac ham sb sau:

a)},:1—cosx‘ b)y = 1+ cos x
sinx ' JZ——cosx'

1.16. Xéttinh chén 1& clia cac ham sé sau:

a) y =sin2x + tan2x; b) y = cos x + sin’ x;
C) y =sinxcos2x; d) y =sinx +cos x.
1.17. Tim tap gia trj cla cac ham sé sau:

a) y =2sin x--Z— -t b)y =vi+cosx -2.

1.18. TUr @6 thi cia ham s6 y = tan x, hay tim céc gié tri x sao cho tanx = 0.

1.19. Gia str khi mét con séng bién @ qua mét cai coc & ngoai khoi, chiéu cao clia nude duoc
mé hinh hoé bi ham sb h(t) = QOCOS(%Y], trong d6 h(t) 1a @6 cao tinh béng centimét
trén murc nuéc bién trung binh tai thai diém ¢ giay.

a) Tim chu ki clia song.

b) Tim chiéu cao clia séng. tirc 1a khoang céch theo phurong thang ding gitra day va dinh
clia s6ng.
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PHUONG TRINH LUGNG GIAC
CO BAN

Bai 4

THUAT NoUr | KIENTHUC, Ki NANG

[ Nhan biét céng thirc nghiém cta phuong trinh lugng giac
co ban bang cach van dung dé thi ham s luong giac twong tmg.

* Tinh nghiém gép dung cta phuong trinh lugng giac co ban
bang may tinh cam tay.

i « Giai phuong trinh luong giac & dang van dung truc ﬁé'p

| phuwong trinh lugng giac co ban.

; + Giai quyét mét sé van dé thuc tién gan véi phuong trinh

i luong giac.

* Phuong trinh luong giac

* Phuong trinh luong giac
co ban i
|

+ Cong thirc nghiém

M6t qua dan phao duoc ban ra khéi nong phéo véi van téc
ban dau c6 d6 I6n v, khéng ddi. Tim géc bén o. @é qua dan
phéo bay xa nhét, bo qua stic can clia khéng khi va coi qua
dan phéo duoc bén ra tir mat dat.

Hinh 1.18. Dan phao

1. KHAI NIEM PHU'ONG TRINH TUONG BUONG

) uo1. Nhan biét khai niém hai phuong trinh twong duong

Cho hai phuong trinh 2x -4 =0 va (x - 2)(x2 + 1) =0.
Tim va so sanh tap nghiém ctia hai phurong trinh trén.

» Hai phuong trinh dugc goi la trong dwong khi ching cé cung tap nghiém.
« Néu phuong trinh f(x)=0 tuong duong véi phurong trinh g(x)=0 thi ta viét
f(x)=0 <> g(x)=0.

Chuiy. Hai phuong trinh vé nghiém la twong duong.
'» Vidu 1. Hai phuong trinh sau c6 tuong duong khong?
2x+6=0vax?+6x+9=0.
Giai
Tap nghiém cta phuong trinh 2x + 6 =0 1a S, = {-3}.
Phuong trinh x? +6x +9 = 0 duoc viét lai thanh (x +3)2 =0, do d6 tap nghiém clia n6 la
S, ={-3}.
Vay hai phuong trinh trén la twong duong.

L 4
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1 Luyén tdp 1. Xét sy twong duong clia hai phuong trinh sau:

X1 _ovax?-1-0.

x+1
Cha y. Dé giai phuong trinh, théng thudng ta bién di phurong trinh d6 thanh mét phuong trinh
tuong durong don gian hon. Cac phép bién déi nhu vay goi la cac phép bién ddi tuong duong.
Néu thuc hién cac phép bién ddi sau day trén mét phuong trinh ma khéng lam thay déi diéu
kién ctia n6 thi ta dugc mét phuong trinh méi twong duong véi phuong trinh da cho:
a) Cong hay trir hai vé v6i cing mét sé hodc mét biéu thrc:

f(x) = g(x) = f(x) + h(x) = g(x) + h(x).
b) Nhan hodc chia hai vé véi cung mét sé khac 0 hodc véi cung mét biéu thirc luén cé gia tri
khac O:
f(x) = g(x) < f(x)h(x) = g(x)h(x),(h(x) # 0).

2.PHUONG TRINH sinx=m
) o2, Nhan biét cdng thic nghiém cla phwong trinh sin x = %
a) Quan sat Hinh 1.19, tim céc nghiém ctia phuong trinh
da cho trong nira khoang [0; 2x). M
b) Dya vao tinh tuan hoan ctia ham s6 sin, hay viét cong thirc
nghiém clia phuong trinh da cho.

Minh hoa béng dé thi: Nghiém clia phwong trinh sin x =%

1a hoanh d6 cAc giao didm clia duong thang y = % va a6 thi

ham sb y =sinx. Hinh 1.19
4 y
2 1 y=sinx £
Pee s 5
N Z: = d H NE 2
St 4 . T - bx X 5= 3
0 4\/6 2 &2 E\_/G
<M :
H
H

s 1
Hinh 1.20. Budng théng y - — va dbthj ham s6 y = sinx

Téng quat, xét phurong trinh sinx = m (*).

— Néu |ml =1 thi phuong trinh (*) v6 nghiém vi Isinx| <1
véimoi xeR.

— Néu Iml<1 thi tn tai duy nhét ue[—%; %} thoa man
sin o= m. Khi d6, trén doan c6 do dai 2n la [-%ﬂ}

phuong trinh (*) cé cac nghiém o.va - o.(H.1.21). -1

Hinh 1.21
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Do tinh tuan hoan véi chu ki 2n clia ham sin, ta chi viéc cong vao cac nghiém nay cac béi
nguyén cla 2n thi sé dugc tat ca cac nghiém clia phuong trinh (*).

« Phuong trinh sin x = m c6 nghiém khi va chi khi [ml < 1.

« Khilml<1, sé tn tai duy nhét a [-%; %] thoa man sina = m. Khi 6
¢ : . Xx=a+k2n
sinx=m & sinx =sina < (keZ).
x=n-a+k2n
Chay
a) Néu sb do clia goc o dugc cho bang don vj d6 thi
= a® + k360°
sinx=sina® e | X% * = (keZ).
x=180° - a® + k360°

b) Mét sb trueng hop dac biét:
o sinx=0<> x=kn, keZ
. sinx:1c>x:%+k2n,ke2§.
. sinx:—1c>xf—%+k2n,kez.

) Vi du 2. Giai cac phuong frinh sau:

a)sinx:—ﬁ; b)sinx:l
2 3
Giai
x=-Z+k2n
a) sinx:—ﬁosinx:sin[—l]a (Ke Z). | Bl =sives| Y=Y T8 (kez)
2 3 4n u=n-v+k2n
X=—+Kk2n
3
b) Goi ae{—%; %} 14 géc thoa mén sina :%4 Khi @6 ta c6:
: 1 2 ” X=a+k2n -
sinx =— < sinx =sina < (keZ).
3 Xx=n-o+k2n

) Vi dy 3. Giai phuong trinh sin 2x = sin(60° - 3x).
Giai
2x=60° - 3x + k360°

sin 2x = sin(60° - 3x) <
2x=180° - (60° - 3x) + k360°

(keZ).

5x =60° + k360° x=12° + k72°
= <
-x =120° + k360° x =-120° - k360°
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) Vi du 4. Giai bai toan & tinh huéng mo dau.
Giai
Chon hé truc toa @6 co géc toa d6 dat tai vi tri
kh&u phao, truc Ox theo hudng khéu phao
nhu hinh bén. Khi @6, theo Vatli, ta biétrang
quy dao clia qua dan phao c6 dang duong
parabol cé phuong trinh (v6i g la gia toc

trong truong) y = _512‘“"2 +xtana.
2v§ cos”
% %
29 g
—g vZsin2a
Cho y = 0 ta dugc 22—2)(2 +xtana =0, suy ra x = 0 hodc x = —2——.
vé cos’ a
. i . v@sin2a L Visin2a V2 g s, )
Qua dan tiép dat khi x =—2"—"" Taco x = 2—— s;“, déu béng xay ra khi sin2a = 1.

Giai phuong trinh sin2a =1, ta dugc « :% +kn, keZ. Do 0<a s% nén a = % hay o = 45°.

Vay qua dan phao sé bay xa nhét khi goc bén bang 45°.

Luyén tip 2. Giai cac phuong trinh sau: a sinx:é; b) sin3x = —sin5x.
9 2

3.PHUONG TRiNH cosx=m
) wo3. Nhan biét céng thirc nghiém clia phuong trinh
<]
COosS X = ——2—
a) Quan sat Hinh 1.22a, tim céc nghiém clia phuong

trinh da cho trong nira khoang [-;x).

b) Dya vao tinh tuan hoan clia ham sé césin, hay viét
cdng thirc nghiém clia phuwrong trinh da cho.

Hinh 1.22a
Minh hoa béng dé thj: Nghiém clia phuong trinh cos x = -% la hoanh @6 cac giao diém clia
duong thing y - _% va a8 thi ham s6 y = cos x.

14y
\g-« % = iy
N Y A« T
b ST e )
T=2x

s 1 i 4
Hinh 1.23. Budng thang y E va do thj ham sé y = cos x
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« Phuong trinh cosx = m cé nghiém khi va chi khi |m| < 1.

+ Khi Iml<1, sé t6n tai duy nhét o< [0;x] thoa man
cosa = m. Khi @6

Xx=a+k2n

Z).
x=-o+k2n (keZ)

OOSXZMQOOSXZ(X)S(ICQ[

Chay
a) Néu sé do clia géc o. dugc cho bang don vi d6 thi

Hinh 1.22b

=a® + k360°
cosx=cosa® | =% * (keZ).

x =-a° + k360°

b) Mét sé truéng hop déc biét:

. cosx:Oax:gwmkez

* cosx=1o x=k2n, kel

o cosx=-1< x=n+k2n, kelk.

2 Vi du 5. Giai cac phuong trinh sau:

V3

a) cos X :—T: b)cosx =0,1 COSU = COSV <> U =2V +k2r(k € Z).
Giai
a) cosx:—%ooosxfcoss—;c:»x=i%+k2n,kez.

b) Goi & [0;7] la goc thoa mén cosa = 0,1. Khi d6 ta co:
cosx =0,1<> cosx =cosa <> X =+a + k2, ke Z.

% Vi du 6. Giai phuong trinh cos 2x = cos(45° — x).
Giai
2x =45° — x + k360°

cos2x = cos(45° - x) =
2x =—(45° - x) + k360°

eZ).

P 3x =45° + k360° 2[® =15° + k120°
x =-45° + k360° x =-45° + k360°

9 Luyén tip 3. Gidi cac phuong trinh sau:  a)2cosx =—/2;  b) cos3x —sin5x = 0.

) Vindung
Khi Mat Trang quay quanh Trai Dat, mat d6i dién voi Trai Dat thuong chi dugc Mat Troi chiéu
sang mét phan. Céac pha clia Mé&t Trang mé ta mirc d6 phan bé mat ctia né duoc Mat Troi
chiéu sang. Khi goc gitra Mét Troi, Trai Dat va Mat Trang la « (0° < « < 360°) thi ti 1& F clia
phan Mat Trang duoc chiéu sang cho bdi cong thirc
1
F=—(1-cosa).
2 (Theo trang usno.navy.mil).
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Xac dinh goc o. twong (ng voi cac pha sau clia Mat Trang:
a) F= 0 (frang mai);

b) F= 0,25 (tréing ludi liém); e aing
c) F= 0,5 (tréng ban nguyét dau thang hoac ) A\ Mat Troi
trang ban nguyét cudi thang); H s o~
%, Trai Dat /
d) F= 1 (trang tron). N o
4.PHUONG TRIiNH tan x=m

) 14, Nhén biét cong thirc nghiém cua phuong trinh tanx =1
a) Quan sét Hinh 1.24, hay cho biét duéng théng y = 1 cét @b thi ham sé y = tan x tai may
diém trén khoang (_E; E)?
2:2

Hinh 1.24. Buong thdng y - 1 va db thj ham s6 y - tan x
b) Dua vao tinh tuén hoan clia ham tang, hay viét cng thirc nghiém clia phurong trinh da cho.

+ Phuong trinh tan x = m ¢6 nghiém v&i moi m.
« V6imoi m e R, ton tai duy nhat o e(—%: %] thoa mén tan o = m. Khi 6

tanx=metanx =tana < x=a +kn (keZ).

Chiiy. Néu sé do cla géc o. duoc cho bang don vi d6 thi
tanx =tano® < x =a’ + k180° (keZ).

) Vi du 7. Giai cac phuong trinh sau:  a) tanx = —/3; b)tanx =2.
Giai
a)tanx:—ﬁwtanx:tan[—g)ax :—%»fkn, kel
b) Goi « e[—%; %] & goc thoa mén tana = 2. Khi d6 ta cé:
tanx=2<>tanx=tana < x=a+kn, keZ.

2 Luyén tip 4. Giai cac phuong trinh sau:  a) Y3 tan2x = —1; b) tan3x + tan5x = 0.
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5.PHUONG TRiNH cot x=m
) 105, Nhan biét céng thirc nghiém cua phwong trinh cot x = -1

a) Quan sat Hinh 1.25, hay cho biét duéng thang y = —1 cét dé thj ham sé y = cot x tai may
diém trén khoang (0;7)?

-

y=cotx

=

/A|:4
LA
A

Hinh 1.25. Budng thing y - -1 va dé thj ham s6 y = cot x

b) Dua vao tinh tudn hoan ctia ham cétang, héy viét céng thiic nghiém clia phuong trinh
da cho.

« Phuong trinh cotx = m cé nghiém véi moi m.
+ V6imoi m e R, tdn tai duy nhét « &(0;x) thod man cota = m. Khi d6

cotx=me cotx=cota < x=a+kn (keZ).

Chu y. Néu sé do goc o. duoc cho béng don vi d6 thi
cotx =cota® < x =a® + k180° (ke Z).
» Vi du 8. Giai cac phuong trinh sau: ol = otV U=+ Kn (K S Z))
a) cotx =—f3; b) cotx=5.
Giai
a) cotx:—ﬁocotx:oot[—%]ox:—g+kn. keZ.

b) Goi « (0:x) la goc thoa mén cota =5. Khi d6 ta co:

cotx =5 cotx =cota «> x=a +kn, ke Z.

) tuyén tip 5. Giai cac phuong trinh sau: a) cotx =1, b) V3 cotx +1=0.
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6.SU' DUNG MAY TiNH CAM TAY TiM MOT 6OC KHI BIET GIA TRI
LUONG GIAC CUANO

Cac phim (sin™'), (cos™) va (tan-') cia may tinh cdm tay duoc dung dé tim sé do (d6 hoac
radian) cia mét goc khi biét mét trong céc gia tri lugng giac clia né.

Dé& tim s6 do ta thurc hién cac budc sau:
Buwde 1. Chon don vi do goc (d6 hoac radian).
Muén tim s6 do d6 (dong trén cung clia man hinh xuét hién ch nhoé D), ta &n
60 g (3
Muén tim s do radian (dong trén cuing clia man hinh xuét hién ch@ nhé R), ta 4n
@
Buée 2. Tim sb do géc.

Khi biét sin, césin hay tang clia goc o can tim bang m, ta 1an luot &n céc phim () va
mét trong cac phim (i), €29 va (ian), réi nhép gia tri lvong giac m va cuéi cung an phim
. Luc nay trén man hinh cho két qua 1a sb do cla géc o (a6 hoac radian).

J

Chuy

+ Khi & ché d6 radian, cac phim (sin™'), (tan'), cho két qua la mot sé thuéc khoang
[—%; %) phim (cos™) cho két qua la mét sé thugc khoang (0; =), tat nhién vai (sin™) va
(cos™) thi Iml <1.

+ Khi & ché d6 sé do @6, cac phim (sin™') va (tan™') cho két qua la sé do géc o tir —90°
dén 90°, phim (cos™) cho két qua a s do goc a. tir 0° dén 180°, v6i (sin-') va (cos™)

thi lml<1.
+ Khi co két qua (treong hop chon don vi do d@6), &n phim (3 thi dua két qua vé dang
@6 - phut - giay.
3 Vi du 9. Sir dung may tinh cam tay, tim sb do d6 va radian clia géc o, biét sina = 0,58.
Giai
S6 do do:
sina Bém phim Man hinh hién | Két qua clia a (gan dung)
0,58 | (3 @og) (B) (3m) i) (@) (DB (B ) b | 35.45054264 35%7'2"
S6 do radian:
sino. Bé&m phim Man hinh hién | Két qua clia o (gan dung)
0,58 | () 08 (3) @R G) @ EDEE E | 0.6187286907 0,61873

 Luyén tip 6. SUr dung may tinh cam tay, tim sé do d6 va radian clia goc o, biét:
a)cosa=-0,75; b) tana = 2,46; c)cota =-6,18.
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BAITAP
1.20. Giai cac phuong trinh sau:
a)sinx:?; b) 2cos x = —/2;
c)JEtan[%+15°]:1; d) cot(Zx—1):oot§.
1.21. Giai cac phurong trinh sau: a) sin2x +cos4x =0; b) cos3x =—-cos7x.

1.22. Mét qua dan phéo duoc ban ra khoi nong phéo véi van tée ban dau v, = 500 m/s
hep véi phuong ngang mét géc o. Trong VAt li, ta biét réng, néu bé qua stic can clia
khéng khi va coi qua dan phao dugc ban ra tir mat dat thi quy dao clia qua dan tuan theo

g
2v§ co
a) Tinh theo géc bén o tdm xa ma qua dan dat t6i (ttrc la khoang cach tir vj tri ban dén
diém qua dan cham dét).
b) Tim géc bén o. & qua dan ting muc tiéu cach vi ri dat khédu phao 22 000 m.
c) Tim géc bén o dé qua dan dat @6 cao I6n nhéat.
1.23. Gia slr mét vat dao dong diéu hoa xung quanh vi tri can béng theo phuong trinh

phuong trinh y = x +xtane, & d6 g = 9,8 m/s? la gia tc trong truong.

x=2cos[5f—-§-).

O day, thoi gian ttinh béng giay va quéng duong x tinh béng centimét. Hay cho biét trong
khoang théi gian tir O dén 6 gidy, vat di qua vi tri can bang bao nhiéu 1an?

Em c6 biét? e
Luong giéc duoc phat trién boi cac nha thién van hoc ngudi Hy Lap cb dai, nhiing
ngudi coi bau troi |a ndm bén trong clia mét mat cau, do d6 |& tu nhién la cac hinh
tam giac trén mat cau dugc nghién ciru kha som bai Menelaus & Alexandria vao
khoang nam 100 sau Céng nguyén va cac hinh tam gic trén mat phang duoc nghién
ctru muén hon nhiéu. Cudn sach dau tién chira dung cac phuong phap xur li cé hé
théng vé lugng giac phang va lugng giac cau duoc viét boi nha thién van hoc nguoi
Ba Tu Nasir Eddin, khoang nam 1250 sau Céng nguyén.

Regiomontanus (1436 — 1476) la nguoi co céng 1&n trong viéc chu an Lugng giac t
Thién van hoc sang Toan hoc. Céng trinh clia 6ng da duoc cai tién bai Copernicus
(1473 - 1543) va mét hoc tré clia Copernicus la Rhaeticus (1514 — 1576). Cuén sach
clia Rhaeticus la cudn sach dau tién dinh nghia cac ham lugng giac la fi s6 cac canh
clia tam giac, méc du 6ng chua dua ra tén goi nhu hién nay clia ching. Cac tén goi va
ki hiéu nhur ngay nay chung ta dung duoc dua ra boi Leonhard Euler (1707 — 1783),
ngudi da xay dung li thuyét hién dai vé cac ham sé luong giac trong cuén “M& dau
vé giai tich cac dai lugng vé ciing bé" xuét ban nam 1748.
Lugng giac la nganh khoa hoc co nhiéu (rng dung. C6 thé ké dén viéc sir dung
Luong giac trong cac van d@é do dac clia Thién van va Bia li, cling nhu nhiing (ing
dung phong phu cla Luang giac trong Li thuyét s6, Co hoc, Dlén hoc, Hoa hoc,
Sinh hoc, Hai dwong hoc, D6 hoa may tinh, Li thuyét am nhac va nhiéu Iinh vyc khac.
(Theo C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, Third Edition, Wiley, 2011).

\
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| A-TRAC NGHIEM

1.24. Bidu dién cac géc luong gidc - -% p-%.v- ? = % trén duong tron
luong giac. Cac géc nao cé diém biéu dién trung nhau?
A Bvary. B.ap,y
C.B.y.5. D. avap.

1.25. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao Ia sai?
A sin(r—a)=sina. B. cos(n— a)=cosa.
C.sin(n+a)=-sino. D. cos(n+a)=~-cosa.
1.26. Trong cac khéng dinh sau, khdng dinh nao la sai?
A. cos(a-b)=cosacosb-sinasinb. B. sin(a-b)=sinacosb - cosasinb.
C. cos(a +b)=cosacosb - sinasinb. D. sin(a + b) = sinacosb + cosasinb.
1.27. Rt gon biéu thirc M =cos(a + b)cos(a —b) - sin(a + b)sin(a - b), ta duoc
A. M =sin4a. B.M=1-2cos’a. C.M=1-2sina.  D.M-=cosda.

1.28. Khéng dinh nao sau day la sai?
A Ham s6 y = cos x ¢6 tap xac dinh 13 R.
B. Ham s8 y = cos x c6 tap gia trj 1a [-1; 1.
C. Ham s6 y = cos x |a ham s6 [&.
D. Ham sb y = cos x tuan hoan véi chu ki 2.
1.29. Trong cac ham s6 sau day, ham sé nao la ham tuan hoan?
A y=tanx+x. B.y=x*+1. C. y=cotx. D.y=ﬂ.

1.30. B4 thi clia cac ham sb y = sinx va y = cos x cat nhau tai bao nhiéu diém c6 hoanh 6
thuec doan [-21.;5—2"] ?

A5 B.6. c.4 D.7.
1.31. Tép xéc dinh clia ham s6 y = 23X |4
sinx -1
A R\{k2r|keZ}. B. R\{%»,kzn]kezf
c. R\{-;—+k1r|kez}. D. R\{kr|k eZ}.
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B -TU LUAN

1.32. Cho géc o. thoa man %< a<m cosa= —%A Tinh gié trj clia cac biéu thirc sau:
a) sin[a+%]; b) cos(a +%}; c) sin[a—%]: d) cos(a—%].
1.33. Cho géc bat ki o Chirng minh cac dang thirc sau:

a) (sina+cosa)’ =1+ sin2c b) cos* &~ sin* a = cos 2a.
1.34. Tim tap gia tri cla cac ham sé sau:
a)y:Zcos(Zx—%J—t b) y =sinx +cosx.

1.35. Giai cac phuong trinh sau:

L) - V2, 2 o LA T

a)cos[ax _7] = b) 2sin° x -1+cos3x =0; «¢) tan[zx *E) = tan(x _E]‘

1.36. Huyét ap la 4p luc can thiét tac dong |én thanh clia dong mach dé dua mau tir im dén
nuéi dudng cac mé trong co thé. Huyét ap duoc tao ra do luc co bép clia co tim va stic
can clia thanh déng mach. Méi lan tim dap, huyét &p clia chung ta tang réi giam gitra cac
nhip. Huyét &p t6i da va huyét ap téi thiéu duroc goi turong img la huyét &p tam thu va tam
truong. Chi s huyét ép clia chiing ta duoc viét 1a huyét p tam thu/huyét ap tam truong.
Chi s6 huyét ap 120/80 la binh thuong. Gia st huyét ap clia mét ngudi nao d6 duoc mé
hinh hoé bé&i ham sé

p(t) =115+ 25sin(160xt),
trong @6 p(t) la huyét ap tinh theo don vi mmHg (milimét thuy ngan) va théi gian t tinh
theo phut.
a) Tim chu ki clia ham sé p(t).
b) Tim s6 nhip tim méi phut.
¢) Tim chi s huyét ap. So sanh huyét ap clia ngudi nay voi huyét ap binh thuéng.

1.37. Khi mét tia séng truyén tir khéng khi vao mat nuéc thi
mét phan tia sang bi phan xa trén bé mat, phan con lai
bj khuc xa nhu trong Hinh 1.26. Géc téi i lién hé véi goc
khtc xa rbdi Binh luat khuc xa anh sang

sinr n,’
O day, n, va n, tuong g la chiét suét clia méi truong 1
(khéng khi) va méi treéng 2 (nuéc). Cho biét géc téi
i=50°, hay tinh géc khuc xa, biét rang chiét suét cia
khéng khi bang 1 con chiét suét clia nudc la 1,33,
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CHUONG II
DAY SO. CAP SO CONG
VA CAP SO NHAN

Chuong nay gidi thiéu nhitng khai niém co ban vé day sé (htu
han va vé han), mét loai ham sé ma bién s6 la nhirng s6 nguyén
duong, va trinh bay mét cach hé théng hai day sbé déc biét, co
nhiéu (rng dung trong thuc tién 1a cép sé cong va cap sé nhan.

) e &

« Nhan biét tinh chéat tang, giam, bi chan cta day sé trong nhitng

« Day s bj chan 2 ;
trwong hop don gian,

THUAT NoU | KIENTHUC, KiNANG
- Daysé i = Nhan biét day sé htru han, day sb vé han.
« Day s tang } + Thé hién cach cho ddy s6 bang liét ké cac s hang; bang céng thirc
« Day sé giam i téng quat; bang hé thirc truy hoi; bang cach ma ta.
|

Nam 2020, sb dan clia mét thanh phé trrc thude tinh 1a khoang 500 nghin nguéi. Nguoi ta
wéc tinh rang sé dan cla thanh phé d6 sé tang trudng véi téc d6 khoang 2% méi nam.
Khi @6 sb dén P, (nghin nguai) cla thanh phé d6 sau n nam, ké tir ném 2020, dugc tinh
baing céng thirc P, =500(1+0,02)" . Hoi néu téng trudng theo quy Iuat nhu vay thi vao nam
2030, sé dan ctia thanh phé dd Ia khoang bao nhiéu nghin ngur&i?

I 1. DINHNGHIA DAY S0

) wo1. Nhan biét day sb vé han 6 chinh phurong la s
Viét ndm sé chinh phurong du theo thir tu tang dan. T @6, du doan bﬂnﬂsg"‘h phuong clia
cong thire tinh s6 chinh phuong thie n. LA

T cong thire nhan duoc, ta c6 quy téc dé viét duoc day gom tat ca
céc s6 chinh phuong.

+ Méiham s6 u xéc dinh trén tap cac sé nguyén duong " duoc goi la
mét day s6 vo han (goi tat 1a day sb), ki hiéu la u = u(n).

Ta thuong viét u, thay cho u(n) va ki hiéu déy s6 u = u(n) béi (u,),
do d6 day sb (u,) dugc viét dudi dang khai trien u,, u,, Us, ..., U,, ...

S6 u, goi la sé hang déu, u, 1a sé hang thir n va goi la sé hang
téng quét clia day s6.

Chuy. NéuvnelN', u, =c thi (u,) Gugc goi 1a day sé khéng ddi.
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) Vi du 1. Xac dinh s6 hang dau va s6 hang téng quat clia méi day sé sau:
a) Day sb (u,) cac sé tw nhiénlé: 1,3,5,7 ...
b) Déy so (v,) cac so nguyén duong chia hét cho 5: 5, 10, 15, 20, ...
Giai
a) Day (u,) c6 sb hang d&u u, = 1va sb hang téng quat u, = 2n -1.
b) Day (v,) c6 sé hang dau v, = 5 va sé hang téng quat v, = 5n.

) wo2. Nhan biét day s6 hiru han
a) Liétké tat ca cac s6 chinh phuong nhé hon 50 va sép xép chuing theo thir tu tir bé dén 1on.
b) Viét cong thirc sb hang v, clia cac sé tim duoc & cau a) va néu rd diéu kién clia n.

« M&i ham sb u xac dinh tréntap M = (1,2, 3;...,m| Véi me '
duoc goi la mét day sé hiu han.

+ Dang khai trién ctia day sé hitu han 1a u,, u,, ..., U,,.
S6 u, goi 1a s6 hang déu, sé u,, goi la s6 hang cudi.

D Vi du 2. Xét day s6 httu han gém cac s6 fur nhién 1€ nhé hon 20, sép xép theo thir tur tir bé
den Ion.
a) Liét ké tat ca cac sb hang clia déy s6 hiru han nay.
b) Tim sb hang dau va sé hang cuéi clia day sé 6.
Giai
a) Cac sb hang cliaday sél1a: 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19.
b) S6 hang dau clia day sé nay la 1 va sé hang cuéi clia day sé la 19.

) luyéntip1. a) Xét day s6 gbm tat ca cac sb tu nhién chia cho 5 du 1 theo thur tu tang dan.
Xac dinh s6 hang téng quét clia déy sb.

b) Viét day sé htru han gém nam sé hang dau cta déy s6 frong cau a. Xac dinh s6 hang dau
va s6 hang cuéi clia day sé hGu han nay.

2.CAC CACH CHO MOT DAY SO s
Hay dé y dén hiéu hai s6
) o3 Nhan biét cac cach cho mét day sé hang lién tiép cua day sé.
Xeét day sé (u, ) gdm tét ca cac sb nguyén duong chia hét cho 5:
5, 10, 15, 20, 25, 30, ...
a) Viét cong thirc sé hang téng quét u, clia déy sé.

b) Xéac dinh sé hang dau va viét cong thirc tinh sé hang thtr n
theo s6 hang thir n— 1 clia déy sb. Cong thirc thu duoc goi la
hé thirc truy héi.
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M6t day s6 co thé cho bang:
« Liétké cac sé hang (chi ding cho cac day hitu han va c6 it sé hang):
+ Céng thirc clia s6 hang téng quét;
+ Phuong phap mé ta;
+ Phuong phap truy héi.

) Vi du 3. Tim nam sb hang dau va sé hang thir 100 clia day sé cho bdi céng thirc sau:
a) u, = 2n; b)u,,:H) :
n
Giai
a) Nam sé hang dau clia day sé 1a: 2, 4, 6, 8, 10.
S6 hang thir 100 clia day s6 1a e =2-100 =200.

§ q % S nguyén té 1a sb tu nhién
¥ ot sl Dol Ion hon 1 ma chi cé hai
by o e hona ke cle iyt o4 2" 3’4" 5 wéc sé 1a 1 va chinh no.

(G
100 100"

) Vi du 4. Xét day s6 gom tét ca cac s6 nguyén 16 theo thir tu
tang dan. Viét nam sé hang dau clia day sé do.

Giai. Nam s6 hang déu clia day séla: 2, 3,5, 7, 11.
Chui y. Day s6 gom tét ca cac sé nguyén t6 & Vi du 4 dugc

S6 hang thir 100 clia déy s6 (@ g, =

Heé thue truy héi la hé
thire biéu thj sé hang

cho bdi phurong phap m6 ta (sé hang thir n 1a sé nguyén to thir n ciia diy sb qua s6
thir n). Cho d@én nay nguoi ta van chua biét co hay khong hang (hay vai sé hang)
mét cong thire tinh s6 nguyén t6 thir n theo n (v6i n bét ki), ding truée no.
hodc la mét hé thirc tinh s6 nguyén t6 thir n theo mét vai s6
nguyén t6 ding truée né.
3 Vi du 5. Cho day s6 xac dinh béing hé thre truy héi:
uy=1u,=3u, ,+2véinz=2 \\\\
Viét ba s6 hang dau clia day sé nay.
Giai

Taco: U, =1, U, =3u,+2=31+2=5 1, =3u, +2=3-5+2=17.
2 Vi du 6. Giai bai toan & tinh huéng mé déu.
Giai
O day ta c6 n = 2030 - 2020 = 10. Véy s6 dan clia thanh phé d6 vao ndm 2030 sé la
P, =500-(1,02)"° ~609 (nghin nguoi).
D tuyéntip2.
a) Viét nam s6 hang dau clia day s6 (u, ) v6i s6 hang téng quat u, = n!.
b) Viét nam sé hang dau clia day sé Fibonacci (F, ) cho béi hé thirc truy héi
F=1F=1
F,=F,4+F,, (n23).
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Chu y. Dé c6 hinh anh truc quan vé day sé, ta thuong biéu dién cac sé hang clia né trén

(0

2

truc s6. Chang han, xét déy sb (u, ) voi u, = Nam sb hang dau clia day sé nay la

1 1 1 1 1 " .
Uy=—=, Uy =—, Uy =—=, Uy =—, Ug =—— va dugc biéu dién trén truc sé nhu sau:
LN Bl A U TTO DL A ) ¢ ®
=1 st 1
2 8 32 16 3
-1 u, u, ud u, u, 1

3.DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN
) woa. Nhén biét day sé tang, day sé giam
a) Xét day s6 (u,) v6i u, =3n-1.Tinh u,,

b) Xét day sb (v, ) voi v, = n_12 Tinh v,,., va 50 s&nh Vo v,.

va so sanh véi u,.

+ Day sb (u,) duoc goi la ddy s6 tang néuta co u, , >u, voi moi neN'.
+ Déy s6 (u, ) duoc goi la day s6 giam néutaco u, < u, voimoi ne N’

Vi du 7. Xét tinh téng, giam clia day s6 (u, ), V6i u, = —2n +5.
Giai
Taco
Up,q—Up=[~2An+1)+5]-(-2n+5)=(-2n+3)+2n -5=-2 <0, Wrclau,,, <u,, ¥vneN".
Vay (u,) |a day sbé giam.

3 Luyén t3p 3. Xét tinh téng, giam clia day s6 (u, ), V6i u, - ﬁ
) uos. Nhan biét day sé bj chin

Cho day s6 (u,) V6i u, :"T”,Vn eN*.

a)Sosanhu vaf.

b) So sénh u, va 2.

+ Day sb (u, ) duoc goi la bi chdn trén néu ton tai mét s6 M sao cho
u, <M véimoine ',
+ Day sb (u,) dwoc goi la bj chan dwdi néu ton tai mét sé m sao cho
u,=mvoimoineN".
+ Day sb (u,) duoc goi la bj chan néu né vira bj chan trén vira bj chan
dudi, trc 14 ton tai cac s6 m, Msao cho m <u, <M véimoi ne .

3 Vi du 8. Xét tinh bi chan clia day s6 (u, ), v6i u, = .
n
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Giai
Day s6 (u, ) bi chén trén, vi u, = —1—;1,-<1VnsN

Déy s6 (u,) cling bi chan dudi, vi u, :"T‘1 >0,vneN.

Vay day sb (u,) bi chan.

) Luyén tdp 4. Xét tinh bi chan clia day s6 (u,,), V6i u, =2n-1.

) vin dung. Anh Thanh vira guoctuyén dung vao mét céng ty cong nghé, dugc cam két luong
nam dau sé la 200 triéu dong va ltong méi nam tiép theo sé dugc tang thém 25 triéu dong.

Goi s, (triéu ddng) 1a Irong vao nam thir n ma anh Thanh lam viéc cho céng ty 6. Khi d6
ta co:

§,=200,s,=s,_,+25v6in=2.
a) Tinh lwong cla anh Thanh vao nam thir 5 1am viéc cho céng ty.
b) Chirng minh (s,,) 1a day sé tang. Gidi thich y nghfa thuc té clia két qua nay.

BAITAP
2.1. Viét nam sb hang dau va sé hang thir 100 clia cac déy s6 (u,) co sb hang téng quat
cho bdi:
1y
a)u,=3n-2; b) u, =3:2"; c)u,,:{h;] :

2.2. Day s6 (u, ) cho bai hé thirc truy hi: &, =1, U, =n-u, ,V6i n > 2.
a) Viét nam s6 hang dau clia day s6.
b) Dy doan céng thirc s6 hang téng quat u,,.

2.3, Xét tinh tang, giam clia déy s6 (u, ), biét:

_1r||
a)u, =2n-1 b)u,=-3n+2 c)un=(2)".
2.4. Trong céc déy s6 (u, ) sau, ddy s6 nao bj chan dudi, bi chén trén, bj chan?
a)u,=n-1, b)u, = n+1, c)u, =sinn; dyu, =(-1)""n%
n+2

2.5. Viét sé hang téng quat clia day sb tang gom tat ca cac sé nguyén duong ma méi sé
hang clia n6:

a) Déu chia hét cho 3; b) Khi chia cho 4 du 1.

2.6. Ong An g tiét kiém 100 triéu ddng ki han 1 thang vai lai suat 6% mét nam theo hinh
thire tinh 1ai kép. S6 tién (triéu ddng) clia 6ng An thu duoc sau n thang dugc cho boi
cong thirc

A, —100[1+°°6)

a) Tim s6 tién 6ng An nhan duoc sau thang thir nhat, sau thang tha hai.
b) Tim s6 tién 6ng An nhan duoc sau 1 nam.
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2.7. Chi Huong vay tra gop mét khoan tién 100 triéu dng va déng ¥ tra dan 2 triéu déng mdi
thang vai 1ai suat 0,8% s6 tién con lai clia méi thang.

Goi A, (neN) |a sb tién con no (triéu ddng) clia chi Huong sau n thang.
a) Tim lan luot Ay, A, Ay, A, Ay, As, Ag Gétinh s6 tién con no' clia chj Huong sau 6 thang.
b) Dy doan hé thirc truy héi déi voi day sé (A, ).

f" Em c6 biét? @-
Day sé Fibonacci

Fibonacci I nha toan hoc néi tiéng ngui Italia. Trong cuén
sach Liber Abaci (Sach tinh) clia 6ng, dugc viét nam 1202,
co bai toan sau:

“M6t d6i tho (gém mot thd duc va mot th ci) cik méi théng
dé durgc mét doi thé con (ciing gém mét the dirc va thé cdi);
moét déi thé con, khi tron 2 théng tudi, sau méi théng dé ra
mot déi thé con, va qué trinh sinh né ctr thé tiép dién. Hoi sau
n thang c6 bao nhiéu @6i thé, néu dau nam (théng Giéng) ¢6
mét déi tho so sinh?”.

Viéc gidi quyét bai toan néi trén dan dén viéc nghién clu
day s6 (F,, ) cho béi hé thire truy héi

Fibonacci
F=1F=1 (1170 - 1250)
F,=F, ,+F, ;(n=3).

Day sé nay dugc goi la day sé Fibonacci va cac sé hang clia n6 dugc goi la cac sé
Fibonacci.

Ngudi ta chirng minh duoc rang s6 hang téng quét cla ddy Fibonacci cho béi
F_Lr1+‘/5"_1_,/5"

s i 2 2 s

Déy sb Fibonacci c6 rat nhiéu tinh chat dep, chang han:

1) F2=F, F,. +(—1)"" voimoin=2
2) R+F+F+...+ Ry y=F, vOimoi n =1,
3) F2 +F2 =Fy,,vOimoin=1.

Day sé Fibonacci lién quan maét thiét véi nhiéu van dé clia Toan hoc, Vat li, Héi hoa,
Am nhac.

Cac sb Fibonacci xuét hién & khap noi trong thién nhién.
Héu hét cac bong hoa c6 sé canh hoa la mét trong cac sé: £, £, F, Fy, Fy, Ry, Fig, P
Chéng han, hoa loa kén c6 3 canh, hoa mao long vang cé 5 canh, hoa céi 6 ré thuong

c6 8 canh, hoa clc van tho ¢ 13 canh, hoa cuc tay cé 21 canh, hoa ctc thuong co 34,
Lhoac 55 hoac 89 canh.
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+ Nhan biét mét day sb la cap sb cong.

+ Giai thich céng thirc xac dinh sé hang téng quat clia cap s6 cong.
+ Tinh téng cia n s6 hang dau ctia cap sb cong.

+ Giai quyét mot sb véan dé thuc tién gan voi cép sé cong.

THUAT NOU

+ Cép sb cong

+ Cong sai

+ S hang téng quat

+ Téng ctia n sé hang dau

M6t nha hat c6 25 hang ghé voi 16 ghé &
hang thir nhéat, 18 ghé & hang thur hai, 20 ghé
& hang thr ba va ctr tiép tuc theo quy luét do,
tirc 1a hang sau nhiéu hon hang lién trudc no
2 ghé. Tinh tdng sé ghé clia nha hat d6.

1. DINHNGHIA
) 401, Nhén biét cdp sé cong
Cho day s6 (1,) gbm tat ca cac s6 tu nhién &, xép theo thir tur tang dén.
a) Viét nam sb hang dau cla day sé.
b) Dy doan cong thirc biéu dién sé hang u, theo sé hang u,, ..

+ Cép s6 cong la mét déy sé (hru han hay v6 han), trong d6 ké tir s6 hang thir hai,
méi s6 hang déu bang sé hang dirng ngay truéc né cong véi moét s6 khdng déi d.
S6 d duoc goi la cong sai clia cap s6 cong.
Cép s6 cong (u, ) véi cong sai d dugc cho boi hé thire truy héi

u,=u, +dvéinz2.

\
b Dy s6 khéng ddi a, a, a, ... c6 phai la mét cap sé cong khéng?
) Vidu 1. Cho cép sb cong (u, ) 6 sb hang dau u, = 2 va cong sai d= 3. Hay viét nam sé hang
dau cla cap sb cong nay.
Giai
Nam sé hang dau clia cép s6 céng nay la:
u=2u,=u+d=2+3=5,u,=u,+d=5+3=8,
Uy =Uy+d =8+3=1us=u, +d=11+3=14.
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)vj dy2. Ch‘o day s6 (ug) Ydi u, =5n-1. Chl]'[\g M & ching minh (u, ) 14 mot cAp s
rang (u,,) la mét cap so cong. Tim so hang dau v, va  céng, hay chimg minh higu hai_sé
cbng sai d clia no6. hang lién tiép u, - u,, , khéng ddi.

Giai
Tacou, ~u, = (5n-1)-[5(n-1)-1]=5,véimoin=2.

Do d6 (u, ) 1a cép s6 cong co séhang dauu, =5-1-1=4
va cong sai d= 5.

) Luyén t3p 1. Cho day s6 (u, ) v6i u, =-2n +3. Ching minh rang (u, ) la mét cap s6 cong.
Xac dinh s6 hang dau va cong sai clia cap sé cong nay.

2.S0 HANG TONG QUAT
) wo2. Céng thic sé hang téng quat cua cép sé cong
Cho cép s6 cong (u,) v6i s6 hang dau v, va cong sai d.
a) Tinh cac s6 hang u,, u,, u,, u, theo u, va d.
b) Du doan céng thurc tinh 56 hang téng quét u_ theo u, va d.

Néu cép sb cong (u, ) co s6 hang dau v, va céng sai d thi s hang téng quat u,
clia né dugc xac dinh theo céng thire
u, =u, +(n=-1)d.

2 Vidu 3. Tim ndm sé hang dau va sé hang ther 100 clia cép s6 cong (u,, ): 10,5, ...
Giai
Cép sb cong nay co s6 hang dau v, = 10 va cong sai d = -5
Do d6 nam s6 hang dau la: 10, 5,0, -5, —10.
$6 hang thr 100 1a ., = u, + (100~ 1)d =10+ 99 -(~5) = ~485.

) Vi du 4. S6 hang thir 10 clia m6t cdp sé cong (u,) bang 48 va sé hang thir 18 béng 88.
Tim s6 hang thtr 100 clia cap sé cong dé.
Giai
Gia sir u, la sé hang d4u va d1a cong sai clia cap sb cong do. Ta co:
U =u,+9d =48
Ug =u, +17d = 88.
Giai hé nay ta dugc v, =3 vad=5.
Vay sb hang thir 100 clia cap s cong nay 1a u,q, = u, + 99d =3+ 995 = 498.
) Luyén tip 2. Cho day s6 (u, ) V6i u, =4n-3. Chirng minh réng (u, ) Ia mét cép sé cong.
Xac dinh s6 hang dau u, va cong sai d clia cap s6 cong nay. Tur d6 viét s6 hang téng quét u,
dudi dang u, =u, +(n-1)d.
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3.TONG nSO HANG DAU CUAMOT CAP SO CONG
) uez. Xay dyng céng thirc tinh téng n sé hang dau cua cép sb cong
Cho cép s6 cong (u, ) voi s6 hang dau v, va cong sai d.
Dé tinh téng clia n s6 hang dau
S, =Uy+Up+...4+U, 4+ Uy,
hay 1an Iuot thuc hién cac yéu cu sau:
a) Biéu dién méi s6 hang trong téng S, theo sb hang dau , va cong sai d.
b) Viét S, theo thir tw nguoc lai: S, = u, +u, ,+...+u, +u, va st dung két qua & phan a)
dé biéu dién méi s6 hang trong téng nay theo v, va d.
c) Cong tirng vé hai dang thirc nhan duoc & a), b), dé tinh S, theo , va d.

Cho cép s6 cong (u,, ) voi cbng said. Dat S, =u, +u, +...+u,. Khi d6
[2u, n-1)d].

Chuy. Str dung céng thire u, = u, +(n-1)d, ta cé thé viét tong S, dudi dang

2 Vi du 5. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai. S6 ghé & méi hang clia nha hat Iap thanh mét cap sé cong, gém 25 sé hang, véi s6
hang dau u, = 16 va céng sai d = 2. Téng cac sb hang nay la

Sps =Uy+Up +...+ Upg :%5-[2u|+(25—1)d] :%[2.1&24.2]:10004

Vay nha hat d6 cé téng céng 1 000 ghé.

3 Vi du 6. Cén Iy téng clia bao nhiéu sb hang dau clia cép sb cong 2, 5, 8, ... @& dugc két
qua bang 345?

Giai

Cép sb cong nay co sb hang dau v, = 2 va cong sai d = 3. Goi n la sé cac sé hang dau clia
cép sé cong can lay téng, ta co

n 3 B n
345=8, =520 +(n-1)d]=3[2:2+(n-1)-3] =5(3n+1).
Do d6 3n® + n—690 = 0. Giai phuong trinh bac hai nay ta duoc n= —% (loai)va n=15.
Vay phai lay téng clia 15 sé hang dau clia cap sb cong da cho dé duoc tdng bang 345.

» Vvin dung Anh Nam du'qc nhan vao lam viéc & mo‘( cong ty vé cong nghé voi mic qung
khoi diém la 100 triéu dong mét nam. Céng ty sé tang thém luong cho anh Nam méi nam
la 20 triéu @éng. Tinh téng sé tién lvong ma anh Nam nhan dugc sau 10 ndm lam viéc cho
cdng ty do.
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f-. Goc cong nghé @- N\
Ki higu téng T va cach tinh téng biang may tinh cam tay
Cho déy s6 (u, ). Téng n s6 hang dau clia day sé nay: S, = u, +u, +...+u, Gugcki hiéu
ngén gon nhu sau: S, = iuk (ki hiéu = doc la xich ma).
k=1

Ta co thé sir dung may tinh cam tay dé tinh téng n sé hang lién tiép clia mét day sé khi
biét cong thirc clia s hang téng quat.
Chang han, cho day s6 (u,) co s6 hang téng quatla u, = 3n + 1.

Dé tinh téng 35 s6 hang déu clia déy s6 do, ta co thé dung ;i‘”:. *
may tinh cam tay, nhan Ian luot cac phim: SHIFT — x, .
Khi @6 man hinh hién ra nhu hinh bén, luu y rang giao dién

may tinh mac dinh 1a x, & day duoc hiéu la n trong cong thirc
s6 hang téng quat.

Tiép theo ta nhap céng thirc s6 hang téng quat vao trong ngoac
(), réi nhan | dé nhap gia tri dau tién clia x (& day la 1), sau d6
nhén T @é nhap gia tri cudi cling cla x (truong hop nay la 35),
cudi cling nhén phim (). Khi @6, man hinh sé hién thj két qua . 1620
cén tinh nhu hinh bén.

=
Eaey

J
BAITAP
2.8. Xac dinh céng sai, sé hang thir 5, s6 hang tong quat va s hang thir 100 clia méi cap
s6 cong sau:
a)4,9 14,19, ...; b)1,-1,-3,-5, ...

2.9. Viét nam sb hang dau ctia méi déy sé (v ) sau va xét xem né cé phai la cép sé cong
khéng. Néu day so d6 la cép sb cong, hay tim céng sai d va viét sb hang téng quat clia
no6 dudidang u, =u, +(n-1)d.

a) u, =3+5n; b) u, =6n-4; u=2u,=u,,+n, d)y =2 u,=u,,+3.

2.10. M6t cp sb cong co s6 hang thir 5 béng 18 va s6 hang thir 12 béng 32. Tim s6 hang
thir 50 clia cap s6 cong nay.

2.11. M6t cp s6 cong co s6 hang déu béng 5 va cong sai béng 2. Hoi phai Iy téng clia bao
nhiéu s6 hang dau clia cép s6 cong nay dé cé téng bang 2 700?

2.12. Gia ciia mét chiéc xe 6 16 lic ma&imua la 680 triéu dong. Cur sau méi nam st dung, gia
clia chiéc xe 6 t6 giam 55 triéu déng. Tinh gia con lai cla chiéc xe sau 5 nam sir dung.
2.13. M6t kién truc su thiét ké mot hoi truong voi 15 ghé ngoi & hang thar nhét, 18 ghé ngdi
& hang thar hai, 21 ghé ngdi & hang thir ba, va ctr nhur vay (sé ghé & hang sau nhiéu hon
3 ghé so voi s6 ghé & hang lién trudc n6). Néu muén hoi tréng @6 cé sirc chira it nhat

870 ghé ngdi thi kién truc sur d6 phai thiét ké téi thiéu bao nhiéu hang ghé?

2.14. Vao nam 2020, déan s6 clia mét thanh phé la khoang 1,2 triéu nguoi. Gia sir méi nam,
dan sb cta thanh phé nay tang thém khoang 30 nghin nguoi. Hay udc tinh dan sé clia
thanh phé nay vao nam 2030.

51



https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647

1 ; ‘!‘ 1 g Tailieu_com

CAP $6 NHAN

THUAT NGO 1 KIENTHU'C, KiNANG

+ Cép s6 nhan i+ Nhan biét mét day sé la cap s6 nhan.

« Cong bdi i « Giaithich cang thire xac dinh s6 hang téng quat cua cép sé nhan.
« Sb hang téng quat « Tinh téng ctia n sb hang dau cta cap sb nhan.

« Téng cua nsbhang dau | + Giai quyét mot s6 van dé thuc tién gan voi cép sb nhan dé giai
| meét sb bai toan lién quan dén thyc tién.

M6t cong ty tuyén mét chuyén gia vé céng nghé théng tin véi muc luong nam dau la 240
triéu ddng va cam két sé tang thém 5% luong méi nam so véi nam lién trude d6. Tinh téng
s6 lwong ma chuyén gia d6 nhan duoc sau khi lam viéc cho céng ty 10 nam (lam tron dén

triéu déng).
| 1. DINHNGHIA
Hay xétti sé o
) w01 Nhan biét cap s6 nhan Uy g

Cho day s6 (u,) v6i u, =3 2",
a) Viét nam s6 hang dau clia day s6 nay.
b) Du doén hé thirc truy o lién hé gitia u, va u, .

+ Cép s6 nhan la mét déy s6 (hGu han hay v6 han), frong d6 ké tir s6 hang thir hai,
méi sé hang déu la tich clia s6 hang dimng ngay trude né véi mét sé khong ddi q.
S6 q dugc goi la cong béi clia cp sb nhan.

+ Cép sb nhan (u,) véi cong béi g duge cho boi hé thire truy hoi
Up=Up41-qGVGin=2

U
h Day s6 khéng ddi a, a, a, ... c6 phai la mét cap sé nhan khéng?
P vidui. Cho cép sb nhan co sb hang dau , = 5 va cong boi g = -2. Viét nam sb hang dau
clia cap s6 nhan nay.
Giai
Nam sé hang dau clia cdp sé nhan nay la:
Uy=5,Up =uy-q=5-(-2)=-10, u; =u, -q =(-10)-(-2) =20,
Uy =uy-q=20-(-2)=-40, us = u, - q = (-40)-(-2) = 80.
9 Vidu2. Cho déy sb (u, ) v6i u, = 3:—1 Chirng minh rang day sé nay la mét cép sé nhan.
Xac dinh s6 hang dau va céng béi clia n6.
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Giai Dé chirng minh day sb (u,, ) gém cac
V6imoi n =2, tacoé sb khac 0 la mét cdp sb nhan, hay
chimg minh ti sé u“"

khéng dbi.

— 1 R
tircla u, =-§-u,, 4 VGimoin=2.

Vay (u,) la mét cap sé nhan voi sé hang dau u, =
vacoéng bdi q= 1.

D Luyéntip1. Cho déy s6 (u, ) V6i u, =2-5". Ching minh rang déy sé nay la mét cap sé nhan.
Xac dinh s6 hang dau va céng béi clia n6.

2.50 HANG TONG QUAT
) 102, Céng thirc sé hang tdng quat cta cip s6 nhan
Cho cép sb nhan (u, ) v6i s6 hang dau u, va céng béi g.

a) Tinh cac s6 hang u,, Us, Uy, Us theo u, va q.
b) Du doan céng thirc tinh s6 hang thir n theo u, va g.

Néu mét cap sb nhan c6 s hang dau u, va cong bdi g thi s6 hang téng quat v, clia n6
duoc xac dinh boi cong thire
U, =uy-q" " véin=2.

) Vidu 3. Tim ndm s6 hang déu va sb hang thir 100 clia cap s6 nhan: 8, -4, ...
Giai
Cép s6 nhan nay c6 s6 hang dau , = 8 va cong béi g = % - —%A

Do d6 ném s6 hang dau la: 8, -4, 2, -1, %

99
S6 hang thir 100 la: um=u‘-q”=a-[~%] ZL”
» Vidua. Chomét cp s6 nhan gém cac s6 hang duong. Biét s hang thir 10 béng 1 536 va
s6 hang thir 12 béng 6 144. Tim s6 hang thtr 20 clia cap s6 nhan do.
Giai
Gia str u, 1a s6 hang dau va g 1a cong béi clia cap sé nhan da cho. Ta co:
U =uy-q° =1 536
Uy =uy-q' =6144,
Tir déy suy ra g° = 4, tucla g= 2 hodc g = -
Véi q =2, tatinh duoc v, = 3.

V6i q = -2 ta tinh duoc u, = -3 (truang hop nay loai vi v, > 0 theo gia thiét).
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Dodou,=3vaq=2.
Vay s6 hang thtr 20 ctia cap s6 nhan da cho 1a uy, =u,-g'® =3-2'9 =1572 864.

) Luyén tip 2. Trong mét Io nudi céy vi khuan, ban dau c6 5 000 con vi khuan va s6 luong vi
khuan tang lén thém 8% méi gior. Hoi sau 5 gio thi s6 lugng vi khuan Ia bao nhiéu?

3.TONG CUA n SO HANG DAU CUAMOT CAP SO NHAN
) w0z . Xay dwng céng thirc tinh téng n sé hang déu cua cép sb nhan
Cho cép s6 nhan (u,,) v6i sé hang dau u, =a va cong bdi g =1.
Dé tinh téng clia n s6 hang dau
S, =Up+ Uy +.+ Uy g+ U,

thure hién lan luot cac yéu cau sau:

a) Biéu dién méi s6 hang trong téng trén theo v, va q dé duoc biéu thirc tinh téng S, chi
chira u, va q.

b) Tir két qua phan a, nhan ca hai vé voi g dé dugc biéu thirc tinh tich g - S, chi chira v, va gq.

¢) Tru ting vé hai dang thirc nhan dugc & a va b va gian uéc cac sb hang déng dang dé
tinh (1-q)S, theo u, va q. Tlr d6 suy ra cong thirc tinh S,,.

Cho cép s6 nhan (u,,) véi cong boi q = 1. D&t S, = u, +u, +...+u,. Khi 4

: :u1(1_qn)
1-q

n

A
b Néu cép s6 nhan cé cong bdi g = 1 thi tdng n sé hang dau S, clia n6 bang bao nhiéu?
9 Vi du 5. Giai bai toan & tinh huéng mo déu.
Giai
Luong hang nam (triéu déng) clia chuyén gia Iap thanh mét cap sé nhan, véi sé hang dau

u, = 240 va cong béi g = 1,05. Téng s6 lwong clia chuyén gia d6 sau 10 nam chinh la téng
clia 10 s6 hang dau clia c&p sb nhan nay va béng

_u(1-a°) 240[1-(105)‘“]

~3019.
1-q 1-105

10
Vay téng sé luong (lam tron dén triéu déng) clia chuyén gia d6 sau 10 nam la 3 019 triéu
ddng hay 3,019 ti déng.

3 Vidu 6. Can Iy téng clia bao nhiéu sé hang dau clia cép sb nhan 2, 6, 18, ... @é duoc két
qua bang 728?
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Giai
Cép s6 nhan nay c6 s6 hang dau u, = 2 va céng béi g = 3. Goi n la s cac sé hang dau cén
lay. Ta co
u(1-q") 2(1-3")
728=S,=U +Uy+...+ U, =c—(;T—:-(17—:3" -1.

Tir day ta duoc 3" =729 = 3% Suyran=6.
Vay phai lay 6 s hang dau clia cép sé nhan da cho dé dugc tong bang 728.
) Vin dung. M6t nha may tuyén thém cong nhan vao lam viéc trong théi han ba nam va duara

hai phurong &n lua chon vé luong nhu sau:

— Phuong an 1: Luong thang khoi diém la 5 triéu dong va sau méi quy, luong thang sé tang
thém 500 nghin déng.

— Phuong &n 2: Luong thang khéi diém Ia 5 triéu ddng va sau méi quy, luong thang sé téang
thém 5%.

V6i phurong an nao thi tdng Iiong nhan duoc sau ba ndm lam viéc clia ngudi céng nhan
sé 16n hon?

BAITAP

2.15, Xac dinh cong bdi, s6 hang thir 5, s6 hang téng quat va s6 hang thir 100 clia méi cap
S0 nhan sau:
a)1,4,16, ...; b)2,—--,1,---
28
2.16. Viét nam s6 hang @au cta méi day s6 (u,) sau va xem né co phai la cp sé nhan
khéng. Néu né la cp sé nhan, hay tim cng bdi q va viét cong thirc s6 hang téng quat
clia n6 dudi dang u, =u;-q"".
a) u, =5n; b)u,=5" c)u, =1 u,=nu, d)u, =1 u, =5u, 4.
2.17. M6t cép s6 nhan co s6 hang thir 6 bang 96 va s6 hang thir 3 bang 12. Tim s6 hang
thir 50 clia cap s6 nhan nay.

2.18. Mot cép s6 nhan co s6 hang dau béng 5 va cong béi béing 2. Hoi phai Iy tng clia bao
nhiéu sé hang dau clia cap s6 nhan nay dé c6 téng bang 5 115?

2.19. Mét cong ty xay dung mua mét chiéc may Ui voi gia 3 fi ddng. Cir sau méi nam st
dung, gia tri clia chiéc may Ui nay lai giam 20% so véi gia tri clia né trong nam lién trudc
d6. Tim gia tri con lai cla chiéc may Ui d6 sau 5 nam str dung.

2.20. Vao nam 2020, dan sé clia mét quéc gia la khoang 97 triéu ngudi va tée d6 tang trudng
dan sb 1a 0,91%. Néu téc d6 tang trudng dan sé nay duoc git nguyén héng nam, hay
uéc tinh dan sé clia quéc gia @6 vao nam 2030.

2.21. M6t loai thubc duwoc diung méi ngay mét Ian. Lac dau néng d6 thuéce trong mau clia
bénh nhan téng nhanh, nhung méi liéu ké tiép co tac dung it hon liéu truéc do. Luong
thuée trong mau & ngay thtr nhét 1a 50 mg, va méi ngay sau d6 giam chi con mét nira so
V6i ngay ke trudc 6. Tinh tdng lugng thudce (tinh béng mg) trong méu ctia bénh nhan sau
khi dung thudc 10 ngay lién tiép.
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A-TRAC NGHIEM

2.22. Khang dinh ndo sau day la sai?
A. M6t day sb tang thi bi chan duéi.
B. M6t day s6 giam thi bj chan trén.
C. M6t day sb bi chan thi phai tang hoac giam.
D. M6t day sé khong déi thi bj chan.
2.23. Cho day sb

1, % % % ... (s6 hang sau béing mét nira sé hang lién truéc no).
Céng thire téng quéat clia day sb da cho la
1 n (_1)n
A u, =(5] . B.u, :F.
1 i
Cotp=5-. D.u,=[=] .
=20 U [zJ

2.24. Cho day s (u, ) voi u, = 3n+ 6. Khang dinh nao sau day la dung?
A Déy s6 (u, ) la cap s6 cong véi cong sai d= 3.
B. Day s6 (u,, ) Ia cép sb cong voi cong sai d= 6.
C. D&y s6 (u, ) 1a cép s nhan véi cong béi g = 3.
D. Déy s6 (u, ) la cap s6 nhan véi cong bdi g = 6.
2.25. Trong céc déy sé cho béi céng thirc truy héi sau, déy sé nao la cap sé nhan?
A uy=-1u,,=u B. uy =1 Uy, =2u,.
C U= U, =U,+2. D. yy=-tuy,4=u,-2
2.26. Téng 100 s6 hang déu clia day s6 (u,) V&i u,=2n-1la
A 199, B.2'%_1, . 10 000. D.9999.
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B -TU LUAN
2.27. Tur O gi& dén 12 gio trua, chuéng clia mét chiéc déng hé qua lac sé danh bao nhiéu
tiéng, biét rng né chi danh chuéng béo gid' va s6 tiéng chuéng bang sb gio?
2.28, Té bao E. Coli trong diéu kién nuéi cay thich hop ctr 20 phut lai phan d6i mét 1an. Hoi
sau 24 gio, té bao ban dau sé phan chia thanh bao nhiéu té bao?
2.29. Ching minh réng:
a) Trong mét cap sé cong (u, ). méi s6 hang (trir s6 hang dau va sb hang cuéi, néu co)
@éu la trung binh céng cla hai s6 hang ding ké véi né, nghfa 1a
U= ”k+“n Vi k=2,
b) Trong mét cap sé nhan, binh phurong clia méi sé hang (trr s6 hang dau va sé hang
cudi, néu co) déu Ia tich clia hai s6 hang ding ké véi né, nghia la
Uf =UpoqUpiy vOi k2 2.
2.30. Tim ba s, biét theo thir t d6 chung Iap thanh cép sé cong va co téng bang 21, va néu
1an luot cong thém céc s6 2; 3; 9 vao ba sb d6 thi dugce ba sé 1ap thanh mét cép sb nhan.
2.31. M&t san tdng moét (tang trét) clia mét ngéi nha cao hon mat san 0,5 m. Cau thang di tir
tang mét Ién tang hai gém 25 bac, méi bac cao 16 cm.
a) Viét cong thirc @é tim @6 cao clia bac cau thang thir n so v6i mat san.
b) Tinh @6 cao clia san tng hai so v6i méat san.

2.32. M6t hinh vuéng mau vang c6 canh 1 don Vi dai dugc chia thanh chin hinh vuéng nho
hon va hinh vuéng & chinh gitra dugc t6 mau xanh nhu Hinh 2.1 M&i hinh vuéng mau
vang nhé hon lai dugc chia thanh chin hinh vuéng con, va méi hinh vuéng con & chinh
gitra lai dugc td mau xanh. Néu qua trinh nay duoc tiép tuc Iap lai nam lan, thi téng dién
tich céc hinh vuéng dugc t6 mau xanh bao nhiéu?

T
.

o

Hinh 2.1
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CHUONG Il

CAC SO PAC TRUNG
PO XU THE TRUNG TAM CUA |
MAU SO LIEU GHEP NHOM

O'16p 10ta da duoc lam quen véi cac s6 dac trung clia mau
s liéu khéng ghép nhém. Trong nhiéu truéng hop, ta chi co
s6 ligu dudi dang ghép nhém. Chuong nay gisi thiéu vé mau
s6 liéu ghép nhom va céach tinh cac s dac trung do xu thé
trung tam cho méu s liéu nay.

MAU $6 LIEU GHEP NHOM

THUAT NGU | KIENTHU®C, KiNANG
M3u sb lieu ghép nhom i Boc va giai thich mau sé liéu ghép nhom.
i + Ghép nhém mau sé liéu.

Trong ki thi tét nghiép Trung hoc phé théng nam 2021 dot 1 c6 344 752 thi sinh dyr thi ca ba
mén Toan, Vat li, Hoa hoc (theo: vietnamnet.vn, ngdy 26/07/2021). Gia str diém thi clia cac
thi sinh nay dugc cho trong bang sé liéu sau:

STT Piém Toan Biém Vatli Diém Hoa hoc Téng diém
1 8,00 725 7,75 23,00
2 6,00 7,75 6,50 20,25
344752 4,50 5,75 6,25 16,50

Céc truéng dai hoc, cao dang tuyén sinh theo t& hop A00 quan tam dén téng diém ba mén
clia cac thi sinh nay. Biéu dién day s6 liéu vé téng diém bamén clia cac thi sinh nay thé nao
@é cac truong thay duoc buc tranh téng thé vé két qua thi?

8
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1. GIOI THIEU VE MAU SO LIEU GHEP NHOM
) o1 Xét dir liéu cho trong tinh hubng mé déu.
a) Mau s6 liéu vé tong diém, ki hiéu la (T), cé bao nhiéu gia tri?
b) Néu lap bang tan sé cho mau sé liéu (T) thi c6 dé hinh dung dugc burc tranh tong thé vé
két qua thi khéng? Vi sao?
¢) Mau sé liéu (T) duoc mé ta dudi dang bang théng ké sau:

<6 [6:7) [7:8) [28:29)  [29;30]
23 192 216 12

Hay doc va giai thich s6 liéu duoc biéu dién trong bang théng ké.

Mau sé liéu ghép nhom Ia méu sb liéu cho dudi dang bang tan sb clia cac nhom sé liéu.
M&i nhém s0 liéu la tap hop gém cac gia tri clia s6 liéu dugc ghép nhém theo mét tiéu
chi xéc dinh. Nhém sé liéu thuéing duoc cho dudi dang [a; b), trong d6 a la dau mut trai,
bla dau mut phai.

Nhan xét

+ M&u s liéu ghép nhém duoc dung khi ta khéng thé thu thap dugc s6 liéu chinh xac hodc
do yéu cAu clia bai toan ma ta phai biéu dién mau s6 liéu dudi dang ghép nhém dé thuan
loi cho viéc td chirc, doc va phén tich s6 liéu.

+ Trong mét sb truéng hop, nhém sé liéu cudi cung co thé lay dau mat bén phai.
D Vi du 1. Mau sb liéu sau cho biét phan bé theo d6 tudi clia dan s6 \Viét Nam nam 2019.

Potudi | Dudi 15 Tir 15 dén duci65tudi  Tir 65 tudi trérlén
'Sénguei | 23371882 65420451 7 416 651
(Theo: Béo cdo sé liéu téng diéu tra dan sé ndm 2019)
a) Mau sb liéu a4 cho cé la méu s6 liéu ghép nhém hay khéng?
b) Néu cac nhém va tan sé tuong ting. Dan s6 Viét Nam nam 2019 la bao nhiéu?
Giai
a) Mau sb liéu da cho la mau sé liéu ghép nhom.
b) C6 ba nhém la: Du6i 15 tudi, Tir 15 @én dudi 65 tudi, Tir 65 tudi trd 1én. Co 23 371 882

ngudi dudi 15 tudi; 65 420 451 ngudi tr 15 dén dudi 65 tudi va 7 416 651 ngudi tir
65 tudi trd' 1én.

Dan s6 Viét Nam nam 2019 1a 23 371 882 + 65 420 451 + 7 416 651 = 96 208 984 ngudi.
3 Luyén tdp 1. Cho m&u sé liéu ghép nhom vé thai gian (phut) di tir nha dén noi lam viéc clia
cac nhan vién mét céng ty nhu sau:
Thoi gian [15;20) [20;25) [25;30) [30;35) [35;40) [40;45) [45;50)
S6 nhan vién 6 14 25 37 21 13 9

Boc va giai thich mau sé liéu nay.
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2.GHEP NHOM MAU S0 LIEU
 wo2. Chi sb BMI (do béng w/h?, trong d6 w |a can nang don vi la kilégam, h 1a chiéu cao don
vi la mét) clia cac hoc sinh trong mét 16 duoc cho nhu sau:
192 211 168 235 206 252 187 191

M6t nguai co chi s6 BMI nhd hon 18,5 dugc xem la thiéu can; tir 18,5 dén du6i 23 1a c6 can
nang li tudng so vdi chiéu cao; tir 23 trd 1én 1a thira can. Hay Iap mau s6 liéu ghép nhom cho
mau s6 liéu trén dé biéu dién tinh trang can nang so véi chiéu cao clia cac hoc sinh trong té.

Pé chuyén mau sb liéu khéng ghep + D6 dai cia nhom [a; b)la b - a.

nhém sang mau sé liéu ghép nhom, + Khéng nén chia thanh qua nhiéu nhém hodc
ta lam nhu sau: qua it nhém. Cac nhém khéng giao nhau, cac
Buéc 1. Chia mién gié tri clia mau sé nhom nén cé d dai nhu nhau véténg ds dai
liéu thanh mét sé nhém theo tiéu chi cac nhom Ién hon khoang bién thién.

cho trudce.

Bude 2. Dém sb gia tri cia mau sé liéu
thuéc méi nhém (tan sé) va lap bang
théng ké cho mau s6 liéu ghép nhém.

) Vidu 2. Bang théng ké sau cho biét thoi gian chay (phut) clia 30 van dong vién (VBV) trong
mét giai chay Marathon.

Thoi gian 129 | 130 | 133 | 134 | 135 | 136 | 138 | 141 | 142 | 143 | 144 | 145

S6 VBV 1 2 1 1 A 2 3 3 4 5 2 5
Hay chuyén mau sé liéu trén sang mau sé liéu ghép nhém gém séu nhém co d6 dai bang
nhau va bang 3.

Giai

Gia tri nho nhét la 129, gia trj lon nhét 1a 145 nén khoang bién thién la 145 — 129 = 16.
Téng d6 dai clia sau nhom la 18. Dé cho déi xting, ta chon dau mut trai clia nhém dau tién
1a 27,5 va ddu mut phai clia nhém cudi cung la 145,5 ta duoc cac nhém la [127,5; 130,5),
[130,5; 133,5), ...,[142,5; 145,5). Dém sb gia tri thudc m&i nhom, ta co mé&u sé liéu ghép nhom
nhu sau:

Thoi gian|[127.5; 130,5)|[130,5; 133,5)([133,5; 136,5) |[136,5; 139,5)|[139,5; 142,5) [142,5; 145,5)

Sé VbV 3 1 4 3 7 12

 Ltuyén tip 2. Can nang (kg) clia 35 nguoi trudng thanh tai métkhu dan cu dugc cho nhu sau:
43 51 47 62 48 40 50 62 53 56 40 48 56 53 50 42 55
52 48 46 45 54 52 50 47 44 54 55 60 63 58 55 60 58 53.

Chuyén mau s6 liéu trén thanh dang ghép nhém, cac nhém c6 d6 dai bang nhau, trong d6
c6 nhém [40; 45).
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3 Vvin dung. M6t cong ty may quén do déng phuc hoc sinh cho biét c& 4o theo chiéu cao clia
hoc sinh dugc tinh nhu sau:

Chiéu cao (cm) | [150;160) [160; 167) [167,170) | [170;175) | [175; 180)
C& ao S M L XL XXL

Céng ty mudn uéc lugng ti 1é cac c& ao khi may cho hoc sinh I6p 11 da do chiéu cao clia
36 hoc sinh nam khéi 11 clia mét truong va thu duoc méu s6 liéu sau (don vi la centimét):

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.

a) Lap bang tan s ghép nhom clia mau sb liéu véi cac nhém da cho & bang trén.

b) Céng ty may 500 &o ddng phuc cho hoc sinh 16p 11 thi nén may sé luong o theo méi c&
1a bao nhiéu chiéc?

BAITAP

3.1. Trong cac mau s6 ligu sau, mau nao la mau sé ligu ghép nhém? Boc va giai thich mau
s6 liéu ghép nhom do.
a) S6 tién ma sinh vién chi cho thanh toan cudrc dién thoai trong thang.

Sé tién (nghin déng) | [0; 50) | [50; 100) | [100; 150) | [150; 200) | [200; 250)
S6 sinh vién 5 12 23 17 3

b) Théng ké nhiét d6 tai mét dia diém trong 40 ngay, ta cé bang sé liéu sau:

Nhiét d6 (°C) [19;22) [22; 25) [25; 28) [28; 31)
S6 ngay 7 15 12 6

3.2. S6 san phdm mét cong nhan lam dugc trong mét ngay duoc cho nhur sau:
18 26 39 12 54 27 46 25 19 8 36 22
20 19 17 44 5 18 23 28 25 34 46 27 16.
Hay chuyén mau sé liéu sang dang ghép nhém voi sau nhém cé d6 dai bang nhau.

3.3. Thoi gian ra san (gio) cia mét sé cyu cau thi & giadi ngoai hang Anh qua céc thoi ki
duoc cho nhu sau:

653 632 609 572 565 535 516 514 508 505 504 504 503 499 496 492.
(Theo: https:/Avww.premierieague.com/)
Hay chuyén mau sé liéu trén sang dang ghép nhém voi bay nhom cé d6 dai bang nhau.

EK
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CAc s6 PAC TRUNG
PO XU THE TRUNG TAM
THUAT NoU ! KIEN THU'C, KiNANG
« Sbtrung binh | « Tinh cac s6 déc trung do xu thé trung tam ctia mau sb liéu ghép nhom.
« Trung vi i « Hiéu y nghta, vai tré clia cac s dac trung cta mau sé liéu thuc té.
« Trphanvi |
- Mét i

M6t clra hang da ghi lai s6 tién ban xang cho 35 khach hang di xe may. Mau sé liéu géc co
dang: x,, X,,..., X5 frong d6 x, 1a 6 tién ban xéng cho khach hang thr i. Vi mét li do nao do,
clra hang chi c6 méu sé liéu ghép nhom dang sau:

S6 tién (nghin @éng) [0; 30) [30; 60) [60; 90) [90; 120)
S6 khach hang 3 15 10 7
Béng 3.1. S tién khéch hang mua xang

Dua trén mau s liéu ghép nhom nay, lam thé nao @& udc luong cac sb dac trung do xu thé
trung tam (s6 trung binh, trung vi, ttr phan vi, mét) cho méu sé liéu gée?

Chung ta cting tim hiéu véan @é nay!

[ 1. SO TRUNG BiNH CUAMAU SOLIEU GHEPNHOM

) we1. Khao sat thoi gian tw hoc clia cac hoc sinh trong I6p theo  M&i ngay em tu hoc trong
mau bén. bao nhiéu gi&?

) Hay 14p béng théng ke cho méu s8 liéu ghép nhom thi GUOC. & Ty 1.8 e dén duréi 3 gio.

b) C6 thé tinh chinh xac thai gian ty hoc trung binh clia cac hoe ~ C-Ttr 3gio dén dudi 4,5 gio.
sinh trong I6p khéng? D.Tir 4,5 gior tror 1én.

c) C6 céach nao tinh gan dang théi gian tu hoc trung binh clia cac
hoc sinh trong 16p dua trén mau sé liéu ghép nhém nay khong?

Cho mau s6 liéu ghép nhém

[Nhem [ faia) [ .. [lias) | .. [Ecaw)]

REn=sm » | - | m | . | m,
Béng 3.2

S6 trung binh clia méu s6 liéu ghép nhom ki higu 1a X.
7o MX e mx,
n
trong @6, n=m, +...+ m, la c& mau va x, =
(voii=1, ..., k)la gia tri dai dién ctia nhom [a; &

or):

8,+8,,4
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Chii y. B6i voi s6 liéu roi rac, ngudi ta thuéng cho cac nhém dudi dang k,- k,, trong dé
ky, k, € N.Nhém k, - k, dugc hiéu la nhom gém cac giatri k,, k, + 1, ..., k.. Khi do, ta can hiéu
chinh méu dir liéu ghép nhém dé dua vé dang Bang 3.2 trudc khi thirc hién tinh toan cac
s6 dédc trung bang cach hiéu chinh nhom k, -k, V6i k,, k, < N thanh nhém [k, - 0,5; k, + 0,5).
Chang han, véi dif liéu ghép nhém diém thi mén Toan trong Bang 3.3 sau khi hiéu chinh ta
dugc Bang 3.4.

Diém thi 1-4 57 | 810 Diém thi [0.5; 4,5) | [4.5,7.5) | [7.5: 10]
Séhocsinh | 5 20 10 S6 hoc sinh 5 20 10
Béng 3.3 Béng 3.4

&

Vi du 1. Tim can nang trung binh ctia hoc sinh 16p 11D cho trong Bang 3.5.

Cannang |[40,5; 45,5)|[45,5; 50,5)|[50,5; 55,5)|[55,5; 60,5)|[60,5; 65,5) |[65,5; 70,5)
S6 hoc sinh 10 7 16 4 2 3
Béng 3.5. Can ndng cua hoc sinh Iop 11D

Giai

Trong méi khoang can nang, gia tri dai dién Ia trung binh céng cua gia tri hai Gau muat nén ta
c6 bang sau:

[Cannangkg)] 43 | 48 | 5 | s | e | e |
[SSEEEI 10l (ZNNINN B ANy > | 3 |

Téng s6 hoc sinh la n = 42. Can nang trung binh ctia hoc sinh Iép 11D 1a
T= 10-43+7-48+16-53+4.58+2-63+3-68
a 42
) Luyén tip 1. Tim hiéu thoi gian xem ti vi trong tudn trudc (don vi: gio') clia mét sé hoc sinh
thu duoc két qua sau:
[Theigian(gio) | [0:5) | (5100 | [10:15) | [15:20) | [20:25) |
|S6 hoc sinh | 8 | T 4 | 2 | 2

~5181(kg).

Tinh théi gian xem ti vi trung binh trong tuan truéc clia cac ban hoc sinh nay.

¥ nghia. S6 trung binh ctia mau s liéu ghép nhom xap xi cho s6 trung binh clia mau s6 ligu
gbc, n6 cho biét vj tri trung tam ctia mau sé liéu va co thé dung d@é dai dién cho mau s6 liéu.

2.TRUNG VI CUAMAU S0 LIEU GHEP NHOM
) uo2. Cho méu sb liéu ghép nhém vé chiéu cao clia 21 cay na gidng.
Chiéu cao (cm) [0; 5) [5:10) [10;15) [15; 20)
S6 cay 3 8 7 3

GO X,, X,. ..., X,, & chiéu cao clia cac cay giéng, da duoc sap xép theo thir tu tang dan.
Khi d6, x,, ..., X, thudc [0; 5), x,, ..., X,, thudc [5; 10), ... Héi trung vi thugc nhém nao?
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Cho méau s6 liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

D8 tinh trung vi cia mau s liéu ghép nhém, ta lam nhu sau:
Buée 1. Xac dinh nhém chra trung vi. Gia st d6 1a nhom thi p: [a,; a,, ).
n
_ ==(m+..+my )
Buce 2. Trung Vi la M, =a, + 2——————— (g

m P p)‘

b
trong d6 nla c& mau, m, la tan s6 nhom p. V6i p= 1, ta quy ugc m, + ... + m,, ,=0.

9 Vi du 2. Théi gian (phut) truy cap Internet méi budi téi clia mét sé hoc sinh duoc cho trong
bang sau:

Thoi gian (phut) | [9.5:12,5) | [12,5;15,5) | [15,5; 18,5) | [18,5;215) | [21,5; 24,5)
$6 hoc sinh 3 12 15 24 2

Tinh trung vi ctia mau s6 liéu ghép nhom nay.

Giai

Comaulan=3+12+15+24 +2- 56.

Goi X,, ..., X, 1 théi gian vao Internet clia 56 hoc sinh va gia st day nay da dugc sap xép

theo thir tw tang dan. Khi @6, trung vi la

Xzg : X2 Do 2 gié trj X,,, X,, thudc nhém [15,5; 18,5)
nén nhém nay chira frung vi. Do do, p= 3 a,= 15.5: m,= 15, m, + m,= 3+ 12=15,a,-a,=3
vataco

56 15

M, =155+2_—.3-181.
15

Téc d6 v (km/h) | Sblan
) Luyén tdp 2. Ghi lai téc 66 boéng trong 200 1&n giao béng clia 150<v <155 18
maét van déng vién mén quan vot cho két qua nhu bang bén. 155<v <160 28
Tinh trung vi cia mau s6 liéu ghép nhém nay. 160 <v <165 35
Y nghia. Trung vj clia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho 165<v <170 43
trung vi clia méu sé liéu géc, no chia méau s6 liéu thanh hai 170<v <175 4
phan, méi phan chtra 50% gia tri. 175 <v <180 35

3.TU PHAN VI CUAMAU SO LIEU GHEPNHOM  VeitophanviQ,, Q,, @, lén
ot cb 25%, 50%, 75% sb
¥ o3, V6i mau sb liéu ghép nhém cho trong HE2, hay cho giatrinhd hon Q,, Q,, Q,.
biét tir phan vj thir nhat Q, va tr phan vi thr ba Q, thuéc
nhom nao.

Cho mau sb liéu ghép nhém nhu Bang 3.2.
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D8 tinh tur phan vi thr nhét Q, clia mau s liéu ghép nhom, trudc hét ta xac dinh nhém
chira Q,, gia sr d6 la nhom ther pila, a,,). Khido,

n

Z‘(m1 Fowt My 4)
m—p‘(and‘ap)-

trong do, nIacdméumIaténsénhbmpvdlp 1taquyudcm, +. +m, =0;

-1
D& tinh t phan vi thir ba Q, clia mau 56 liéu ghép nhom, trudc hét ta xac dinh nhém
chira Q,. Gia slr d6 la nhom mup [a,: a,,). Khi do,

Q=

< (my+..+m, )
7 e, bk B 'p-1
Q=a,+ s = (84-ay).
P

trong d6, nla c& méu, m_Ia tan s6 nhom p, v6i p = 1ta quy uéc m, +..c m__, = 0.
Tur phén vi thar hai Q, chinh la trung vi M,

1 Vidu 3. Tim tr phén vj thir nhét Q, va tr phan vi thir ba Q, clia mé&u s6 liéu ghép nhém cho
trong Vi du 2.

Giai
Co méulan=56.
Tar phan vi thtr nhét Q, 14 "«_;"11 Do X,,, X,, G&u thugc nhom [12,5; 15,5) nén nhom nay
chira Q,. Do @6, p=2 a,= 125, m,= 12,m, =3, a,-a,=3vataco
56

4
=125 +3=18,25,
& T

Vi tir phan vi thir ba Q, la X‘sz“ Do X,,, X,, G8u thuéc nhom [18,5; 21,5) nén nhom nay
chira Q,. Do @6, p= 4, a,= 185, m,= 24, m + m,+ m,=3+ 12+ 15=30, a,- a,= 3 vatacod
356

——-30
=18,56 4 .3-20.
Q, + 7

Nhan xét. Ta cling cé thé xac dinh nhom chira ttr phan vi thir r nhértinh chét: c6 khoang (%}
gia tri nho hon tir phén vi nay.

® Luyén tdp 3. Tim t phan vj th&r nhat va ti phan vi thi ba cho mau sé liéu ghép nhom &
Luyeén tap 2.
Y nghia. Cac tr phan vi clia mau sé liéu ghép nhom xap xi cho cac tr phan vj cia mau
s6 liéu géc, chung chia mau sb liéu thanh 4 phan, méi phan chira 25% gia tri.
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4.MOT cUA MAU SO LIEU GHEP NHOM
) uoa. V6i sb liéu cho trong Luyén tap 1:
a) Co thé tim duoc gia tri chinh xac cho mét clia méu s6 liéu géc vé thai gian xem ti vi clia
hoc sinh khéng?
b) Mét thuéc nhém nao la hop li nhat? Nén ay s6 nao trong nhém dé uéc lugng cho mét?
Cho méu s6 liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

Dé tim mét clia mau s6 liéu ghép nhom, ta thuc hién theo cac bude sau:

Bude 1. Xac dinh nhom co tén s6 16n nhét (goi 1a nhom chira mét), gia st 1a nhom j: [a; a,,,).
o iemEe
(ml =Mj ) % (ml i mM)

trong d6 m,la tan s6 clia nhom j (quy uéc m, = m, = 0) va hla d6 dai clia nhom.

Budr 2. Mét duoc xac dinh la: M, =a, +

Lrl:: y'AhN‘gubi.t%E:fg dinh ngrr:'-,a "‘EE cho 'Tau Khi tAn s6 ctia cac nhém sé liéu bang nhau
gheép nhém c6 @6 dai cac nhém bang nhau. thiakeakiito b KR ae KhBna 65 ML
M6t méu c6 thé khéng c6 mét hoac co nhiéu lRaRsencP el
hon mét mét.

) vidua. Bang sé liéu ghép nhom sau cho biét chiéu cao (cm) clia 50 hoc sinh 16p 11A.

Khoang chiéu cao (cm) | [145; 150) | [150; 155) | [155; 160) | [160; 165) | [165; 170)
S6 hoc sinh 7 14 10 10 9

Tinh mét cia mau s6 liéu ghép nhom nay. Co thé két luan gi tir gia tri tinh duoc?
Giai
Tén s6 16n nhét la 14 nén nhom chiramét la nhom [150; 155). Ta ¢6, j= 2, a,= 150, m,= 14,
m,=7, m,= 10, h="5. Do dé
14-7

M, =150+ ————' ___.5.15318.
o Ta-7)+(14-10)

S6 hoc sinh c6 chiéu cao khoang 153,18 cm la nhiéu nhat.
) Luyén tdp 3. Thoi gian (phat) @& hoc sinh hoan thanh mét cau héi thi duwoc cho nhu sau:

Thoi gian (phat) | [0.5; 10.5) | [10,5:20,5) | [20,5; 30,5) | [30.5; 40,5) | [40.5; 50.5)
S6 hoc sinh 2 10 6 4 3
Tim mét cia mAu s6 liéu ghép nhom nay.
¥ nghia. Mét clia mau s liéu ghép nhom xap xi cho mét clia mau sé liéu gée, né duge ding
dé do xu thé trung tam clia mau sé liéu.
3 Vin dung. Hay tinh cac sb déc trung cho mau sé liéu trong Bang 3.1 va gii thich y nghfa clia
céc gia tr thu duoc.
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BAITAP
3.4, Quang dueéng (km) tir nha dén noi lam viéc clia 40 c6ng nhan mét nha may duoc ghi
lai nhu sau:
5310 20 25 11 13 7 12 31 19 10 12 17 18 11 32 17 16 2
79783512 15 18 3 12 14 2 9 6 156 156 7 6 12
a) Ghép nhom day sé liéu trén thanh cac khoang cé d6 réng bang nhau, khoang dau tién
1a [0; 5). Tim gia trj dai dién cho m&i nhom.
b) Tinh s6 trung binh clia mau sé liéu khéng ghép nhém va mau sb liéu ghép nhom.
Gia tri nao chinh xac hon?
c) Xac dinh nhém chira mét clia mau sé liéu ghép nhém thu duoc.
3.5. Tudi tho (nam) ctia 50 binh &c quy 6 6 durgc cho nhu sau:

Tuditho (nam)| [2:25) | [25:3) | [3:3.5) | [354) | [445) | [455)
Tan s 4 9 14 1 7 5

a) Xac dinh mét va giai thich ¥ nghia.
b) Tinh tuéi tho trung binh clia 50 binh &c quy 6 16 nay.

3.6. Diém thi mén Toan (thang diém 100, diém duoc lam trén dén 1) clia 60 thi sinh duoc
cho trong bang sau:

Diém 0-9 10-19 20-29 30-39 40- 49
S6 thi sinh 1 2 4 6 15
Diém 50- 59 60 - 69 70-79 80-89 90-99
S6 thi sinh 12 10 6 3 1

a) Hiéu chinh dé thu duoc méu sb liéu ghép nhém dang Bang 3.2.
b) Tim céc tt phéan vi va giai thich y nghfa cla chung.

3.7. Phong van mét sé hoc sinh khéi 11 vé o - -
thoi gian (gio) ngll ctia mét budi t6i, thu Tho gian | S6 r:"c sih | S6 h°;s'nh
duroc bang sé liéu & bén. Ly i

o i - [4:5) 6 4

a) So sanh thoi gian ngu trung binh cua
céc ban hoc sinh nam va nir. [5: 6) 10 8
b) Hay cho biét 75% hoc sinh khéi 11 ngt [6:7) 13 10
it nhat bao nhiéu gio? [7:8) 9 1
[8:9) 7 8
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e Em co biét? e-
Ta c6 thé sir dung phan mém Geogebra dé tinh cac tr phan vi clia mau s liéu gheép
nhom dang Bang 3.2 theo cac budc sau day:

Budc 1. Lap bang tan sé tich luj dang sau:

Nhom <a, [asay) | .. [aia,) | .. [ay: ay.1)

Tén s6 tich luy 0 ¢, c (o

trong d6 ¢; =m, + ...+ m, , |a tan s6 tich luy.

Buée 2. V& db thi tan sé tich luy bang cach néi cac diém lién tiép M, (a,; 0), M, (a,; ¢;), ...,
Mya(@y. 1 )

Buée 3. Qua diém A,(O, %] Vé tia song song voi Ox, cét dé thi tan sb tich Iuy tai
B, (Q.; %),vc’yi nla c& méu, Q, chinh Ia tr phan vj thr nhét.

Qua diém A, [0; g} V& tia song song véi Ox, cét dd thi tan sé tich Iu§ tai B, [Qz; g)
Q, chinh Ia tr phén vi thir hai.

Qua diém A, [0: %ﬂ] Vé tia song song v6i Ox, cat dé thi tan sé tich 1uy tai B, [03; 37")
Q; chinh la t&r phan vij thir ba.

Chang han, v6i mau sé liéu ghép nhém cho trong Vi du 2 ta cé bang tan sé tich luy:

N

Nhém <95([95; 125)|[125; 155)|[15.5; 18,5)([18,5; 21,5)|[21,5; 24,5)
Tan sétichluy| 0 3 15 30 54 56
SUr dung phdn mém Geogebra ta c6 Hinh 3.1.
y
* v Me
A3 =(0,42)
o B3 = (20, 42)
A2= (0, 28) m
B2=(18.1,28)
20
A1=(0, 14) M3
/51 =(15.25, 14)
M2
M1
o) 5 10 15 20 0| g

Hinh 3.1
\_ Tur hinh vétaco Q =1525 Q, =181 Q; =20.
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BAI TAP CUGI CHUONG Ili

A-TRACNGHIEM <<

Khao sat thoi gian tap thé duc trong ngay clia mét sé hoc sinh khéi 11 thu dugc méu sé liéu
ghép nhom sau:

[ Thoi gian (phuty [ [0;20) | [20;40) | [40;60) | (60;80) | [80;100) |

| 6 hoc sinh | 5 | 9 E 10 | 6
Béng 3.6
2.8. Gia tri dai dién clia nhom [20; 40) la
A. 10. B. 20. C. 30. D. 40.
3.9. M&u s6 liéu ghép nhom nay cé sé mét 1a
A.0. B.1. c.2 D.3.
3.10. Nhém chira mét ctia mau sé liéu nay 1a
A. [20; 40). B. [40; 60). C. [60; 80). D. [80; 100).
3.11. Nhém chura tir phan vi thir nhét Ia
A.[0; 20). B.[20; 40). C. [40; 60). D. [60; 80).
3.12. Nhém chira trung vi la
A. [0; 200). B.[20; 40). C. [40; 60). D. [60; 80).
B -TU LUAN
3.13. Co céu dén s Viét Nam nam 2020 theo @6 tudi duoc cho trong bang sau:
[ D6 tusi [Dusistusi [ 5-14 [ 15-24 [ 25-64 [ Trene5 |
[séngueitrieu) | 789 | 1468 | 1332 [ 5378 | 766 |

(Theo: http//ourworldindata.org)

Chon 80 la gia tri dai dién cho nhém trén 65 tuéi. Tinh tudi trung binh clia ngudi Viét Nam
nam 2020.

3.14. Ngui ta ghi lai tudi tho clia mét sé con ong cho két qua nhu sau:

[Tuditho (ngay) | [0:20) | [20;40) | [40;60) | [60;80) | [80; 100) |
| sé1uong I & | @2 [ 28 | 3 | 2

Tim mét clia méu sé liéu. Giai thich y nghia clia gia tri nhan duoc.

3.15. M6t bang xép hang da tinh diém chuan hod cho chi s nghién clru clia mét 6 truong
dai hoc & Viét Nam va thu duoc két qua sau:

| Biém | Duei20 | [20:30) [ [30;40) | [40;60) | [60;80) [ [80; 100) |
[sétueng | 4 | 19 | & [ 2 | 3 [ 1

Xac dinh diém nguéng dé dua ra danh sach 25% trudng dai hoc c6 chi sé nghién clu tét

nhét Viét Nam.
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CHUONG IV

QUAN HE SONG SONG
TRONG KHONG GIAN

O céc |6p dudi, ta da hoc v& Hinh hoc phdng, mén hoc nghién ctru tinh chét clia cac hinh
trong mét phang nhu hinh tam giéc, hinh tr gidc, hinh trén... Tuy nhién, cac vat thé thuéng
gép trong thuc té doi séng nhu hép phén, cuc tay, chén gidy Ia cac hinh trong khéng gian.
M6t s6 tinh chét cia nhirng hinh nay da dugc gigi thiéu va thira nhan tfrong phén Hinh hoc
truc quan. Trong chuong nay. ta sé tiép tuc hoc vé& Hinh hoc khéng gian, mén hoc nghién
ctu tinh chét cla cac hinh trong khéng gian dua trén cac lap luan toan hoc logic va
chat ché. Néi dung chinh clia chuong lién quan dén duong thang, mat phéng trong khéng
gian va vj tri tuong ddi gidra chang.

N N~

Hinh hoc khéng gian dong vai tro quan trong trong X8y dung va do hoa nhur vé kithuat, in 3D,
thiét ké voi sy ho tro clia may tinh CAD (Computer Aided Design).

=] () ) PUONG THANG VA MAT PHANG
TRONG KHONG GIAN

THUAT NoU
« Mat phang

i KIEN THU'C, Ki NANG

E * Nhan biét cac quan hé lién thudc co ban gitra diém,

+ Diém thudc mat phang i duong théng, mét phang trong !(hbng gian.

+ Céc diém déng phing i * Mo ta ba cach xa‘cﬁnh mat phang. :

+ Giao tuyén cta hai mat phing ; . ﬁ;ﬁ;«:ﬂ;ﬁuﬁ?pﬁn:ai mét phéng, giao diém cua

» HintichopVa hinhtEdIEn” 1 Sihan bkt i chep A Bk G ddh:
% « Mb ta mét sé hinh anh trong thuc tién co lign quan dén
i duéng thang, mat phang trong khong gian.

Biém, duong thang va méi quan hé lién thudc gitra hai déi twong hinh hoc nay da duoc
gi6i thiéu trong Hinh hoc phang. Bai nay tiép tuc trinh bay mét déi twong hinh hoc khac
la mat phang, déng thoi nghién ciru méi quan hé lién thuéc gitra diém, duong thang véi
mat phang.

0
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1. KHAI NIEM M@ DAU

Mt bang, man hinh may tinh hay mét nuéc luc tinh ldng 1a mot s6 hinh anh vé mét phan clia
mat phang. Mat phang khéng co bé day va khéng c6 gioi han.

Chiy

— D& biéu dién mat phang ta thuong dung mét hinh
binh hanh va viét tén clia mat phang vao mét géc
clia hinh. Ta cing c6 thé sir dung mét goc va viét &
tén clia méat phang & bén trong géc do. Hinh 4.1

— Dé ki hiéu méat phéng ta dung chir céi in hoa hoac ch( cai Hy Lap dat trong dau ngodc ( ).
i Trong Hinh 4.1, ta c6 méat phang (P) va mat phang (o).
.

\g Hay tim mét s6 hinh anh clia mat phéng trong thuc té.

) uo1. Cham phat @én trén san e
béng dé cho ta hinh anh vé mét
diém thuéc mét mat phang.
Hay tim thém céac vi du khac
cing goi cho ta hinh anh @o. A
R’ Hinh 4.2 y

— Diém A thuéc mat phéng (P), ki hiéu A & (P).
— Biém B khéng thuéc mat phang (P), ki hiéu B ¢ (P).
Néu A e (P) ta con néi A nam trén (P), hodc (P) chira A, hoac (P) di qua A.

Chiy. D& nghién cru hinh hoc khéng gian, ta thuéng vé cac hinh @6 1én bang hodc Ién gidy.
Hinh vé dé dugc goi Ia hinh biéu dién.cﬁa mét hinh khéng gian. Hinh biéu dién ciia mét hinh
khéng gian can tuan thi nhiing quy téc sau:

— Hinh biéu dién clia duwong thang la duong thang, clia doan théng la doan thang.

— Hinh biéu dién cla hai duong thang song song la hai
duong thang song song, clia hai duong thang catnhau la
hai duong thang cat nhau.

— Hinh biéu dién git nguyén quan hé lién thudc gitra diém

'
T
'
'
'
GBI O

va duéng thang. ¢
- Dung nét vé lién @é biéu dién cho duong nhin thy vanét  Hinh 4.3. Hinh biéu dién cla
durt doan @é biéu dién cho dudng bj che khuét. hinh chop tam giée déu va

2 = N hinh Iap phuong
Céc quy tac khac sé duoc hoc & phén sau.

N
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2.CAC TiNH CHAT THUA NHAN

) wo2. Chiéc xa ngang dat twa lén hai diém A, B clia try nhay
thé hién hinh anh ctia mét dudng théng di qua hai diém do. A
Co thé tim duoc mét duong thang khac cling di qua hai
diém A, B hay khong?

[ Comét va chi mét dudng théng di qua hai diém phan biét.

M
g C6 bao nhiéu duéng thang di qua hai diém trong s6 ba diém khéng thang hang?

3 o3, Trong Hinh 4.4 |a mét khéi rubik ¢ bén dinh va bén mat,
méi mét 1a mét tam giac.

a) Bat khéi rubik sao cho ba dinh clia mat mau dé déu nam
trén mat ban. Khi @6, mat mau d6 cla khéi rubik cé nam
trén mat ban hay khéng?

b) Cé thé d4t khéi rubik sao cho bén dinh clia né déu nam
trén mat ban hay khéng?

Hinh 4.4

C6 mét va chi mét mat phang di qua ba diém khong |
thang hang.

[Tén tai bén diém krgn; cuing thude mét méTpﬁéng.

Nhan xét. M6t mat phéng hoan toan xac dinh néu biét ba
diém khong thang héang thugc mét phéng do. Ta ki hiéu mat
phang di qua ba diém khéng thang hang A, B, C la (ABC) % 3 pop
Néu co nhidu didm cing thuoc Mot mat phang thi 18 NG s str van foe o o b
nhing diém &6 déng phdng. Néu khéng c6 mat phéng to I6n cda Viét Nam.

nao chira cac diém d6 thi ta néi nhiing diém d6 khong

déng phéng.

s
h C6 bao nhiéu méat phang di qua ba diém thang hang?
) vidu1. Chobén diém A, B, C, D khong déng phang (H.4.5).
C6bao nhiéu mat phang di qua ba trong s6 bon diém da cho?
Giai
C6 4 mét phéng di qua ba trong s6 bén diém da cho, 46 la A c
cac mat phang (DAB), (DAC), (DBC) va (ABC).

Luyén tip 1. Cho tir gidc ABCD. Cé bao nhiéu mét phang di
olrg g
qua ba trong s6 bén dinh clia ti giac d6?

Hinh 4.5

) Vin dung 1. Hay giai thich tai sao trong thuc tién cé nhiéu dé vat duoc thiét ké gém ba chan
nhu chan d& may anh, gia treo tranh, kiéng ba chan treo néi,...
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) upa. Cang mot soi day sao cho hai dau clia soi day nam trén
mat ban. Khi do, soi day c6 nam trén mat ban hay khéng?

Néu mét duong théng c6 hai diém phan biét thuoe mot
mét phang thi tat ca cac diém ctia duong thang déu thuoc
mat phang do.

Chu y. Néu moi diém clia duéng thang d déu thude mat phang (P) thi ta néi duong thang d

nam trong (P) hodc (P) chira d. Khi d6 ta ki hiéu la d ¢ (P) hoac (P) > d.
» Vi du 2. Cho tam giac ABC va mét diém M thuéc dudong théng BC (H.4.6).

a) Diém M co thuc mat phédng (ABC) hay khong?

b) Budng thdng AM cé ndm trong mét phang (ABC) hay khéng?

A

Giai
a) Budng thdng BC c6 hai diém phan biét B, C thudc mat phang

(ABC) nén duong thang BC ndm trong mat phang (ABC).

Vi Mthudc duong théng BC nén M thudc mat phang (ABC). B8 cC M
b) Buéng thdng AM cé hai diém phan biét A, M thudc mat phang Hinh 4.6

(ABC) nén dudng thang AM ndm trong mat phang (ABC).

) Luyén tip 2. Trong Vi du 2, lay diém N thuéc dudng thang AB sao cho N khac M. Buong thang
MN c6 thuéc méat phéng (ABC) hay khéng?

» mos. Trong Hinh 4.7, mat nuéc va thanh bé co giao nhau
theo duong thang hay khéng?

Néu hai mat phang phan biét c6 diém chung thi cac diém 9%<
chung ctia hai mét phang la mét duong théng di qua diém
chung do.

Hinh 4.7

Chu y. Buong théng chung d (néu co) clia hai mat phéng phan biét (P) va (Q) duoc goi la
giao tuyén clia hai mat phang d6 va ki hiéu la d = (P) ~ (Q).



https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647

1 3 ‘!‘ 1 g Tailieu_com

P Vidu 3. Cho tam giac ABC va mét diém S khéng thuéc
mat phang (ABC). Goi M, N lan lugt la trung diém clia cac
doan thang AB, AC (H.4.8).

a) Chi ra mét diém chung clia hai mat phéng (SBN), (SCM)
va khéc diém S.

b) Giao tuyén clia hai mat phéng (SBN) va (SCM) cé di qua
trong tam ctia tam giac ABC hay khéng?

Giai

a) Trong tam giac ABC, hai duéng trung tuyén BN va CM

cat nhau tai trong tam G clia tam giac. Biém G thugc BN Hinh 4.8
nén cling thuéc mat phang (SBN). Biém G thuéc CM nén
cling thuéc mat phang (SCM). Vay G la mét diém chung

clia hai mat phang (SBN) va (SCM). g‘i{::é‘:;‘*; x :‘a{;"e:zu*‘nz

b) Vi S, G la hai diém chung cla hai mat phang (SBN) va  thude ca hai mat phang do.
(SCM) nén giao tuyén clia hai mat phang nay la dudng
thdng SG. Buong thang nay di qua trong tam G cla
tam giac ABC.

Nhan xét. Hai du'ong trung tuyén trong mét tam giac cét

nhau tai trong tam clia tam giac Ia mét tinh chéat @& duoc

hoc trong hinh hoc phang. Trong vi du trén, tinh chéat nay da
duoc ap dung cho tam giac ABC trong mét phang (ABC).

Trong truong hop tdng quat, ta c6 tinh chat sau:

(Trén méi mat phang, tét ca cac két qua da biét trong hinh hoc phang déu dungj

 Luyén tdp 3. Trong Vi du 3, hdy xac dinh giao tuyén cla hai mat phang (SBM) va (SCN).

3.CACH XAC DINHMOTMAT PHANG
O muyc 2, ta da thira nhan két qua sau:

(Mot mat phang dugc hoan toan xac dinh khi biét n6 di qua ba diém khéng thang hang. ]

Muc nay sé tiép tuc gioi thiéu thém hai cach xac dinh mét mat phang.

) w06, Cho dudng thdng d va diém A khéng thudc d. Trén A
duong thang d lay hai diém phan biét B, C (H.4.9). Mat
phéng (ABC) c6 chtra diém A va dudng thdng d hay khéng?
Mat phéng (ABC) co chira hai duong thang AB va BC 9B c
hay khéng? Hinh 4.9

+ M6t mat phéng duoc hoan toan xac dinh khi biét n6 di qua mot diém va chira mot
duong thang khong di qua diém do.
« Mot mat phang dugc hoan toan xac dinh khi biét n6 chira hai duéng thang cat nhau.

pi/ 3
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Chui y. Méat phang duoc xac dinh bdi diém A va duong thang d khong chira A duoc ki hiéu
la mp(A, d). Mat phang dugc xac dinh boi hai dudng thang cat nhau a va b dugc ki hiéu la
mp(a, b).

) Vi du 4. Cho hai duong thang cét nhau a, b va goi S la S
mot diém khéng thuéc mp(a, b) (H.4.10). Xac dinh giao
tuyén ctia mp(S, a) va mp(S, b).

Giai
Goi M la giao diém clia a va b. Vi M thuéc a nén M thuéc g

mp(S, a). Vi Mthudc bnén M thudc mp(S, b). Hai diém S, M
cung thudc mp(S, a) va mp(S, b) nén giao tuyén clia hai mat Hinh 4.10
phang d6 la duong thang SM.

D Luyéntip 4. Trong Vi du 4, vé mét duong théng c cét ca hai
duéng thang a va b. Xéc dinh giao tuyén clia hai mat phéng:
mp(S, a) va mp(S, ¢); mp(S, b) va mp(S, c).

) vin dung 2. Dé tranh cho clra ra vao khéng bi va dap vao cac
a6 dung xung quanh (do mé clra qua manh hoéc do gié to
dap ctra), ngudi ta thudng sir dung mét phu kién 1a hit clra
nam cham. Hay giai thich tai sao khi clra dugc hat t6i vi tri
clia nam cham thi canh cira duoc gitr cb dinh.

4.HINH CHOP VA HINH TU DIEN

) #97. Céc hinh anh dudi day c6 dac diém chung nao véi hinh chép tam giac déu ma em da
hoc ¢ lop 8?

\

Cho da giac 16i AA,...A va mét diém S ndm ngoai mét phéng chira da giac d6. Néi
Sv6icacdinh A, A, ..., A @& duoc ntam giac SA A, SAA,, ..., SAA,. Hinh gém n
tam giac SA A, SAA,, ..., SAA vadagiacA A, A duoc goilahinh chop va ki hiéu
1aS.AA,. A,

Trong hinh chop S.AA,..A , diém S duoc goi la dinh va da giac A A,.. A duoc goi
la mat déy, cac tam giac SAA,, SAA,. ..., SA A, duoc goi la cac mat bén; cac canh
SA,, SA, ..., SA dugc goila cac canh bén; caccanh A A, A A, ..., A A, dugc goi la
cac canh day.

Chay

Tén clia hinh chép duoc goi dua theo tén clia da giac day, vi du hinh chép co day la t giac
dugc goi la hinh chép tr giac.
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3 Vi du 5. Cho hinh chép S.ABCD (H.4.11). Hinh chép @6 cé
bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh?

Giai
Hinh chép S.ABCDco 5dinhla S, A B, C, Dvacé 8canh la
SA, 8B, SC, SD, AB, BC, CD, DA.

» tuyén tip 5. Cho hinh chép S.ABCD. Ggi tén cac méat bén va
mat day clia hinh chop dé.

Hinh 4.11

3 1os. Trong cac hinh chép & HB7, hinh chép nao c6 it dinh nhéat? Xac dinh sé dinh, sé canh

va sé mét clia hinh chop d6.

+ Cho bén diém A, B, C, D khéng déng phéng. Hinh
gbm bén tam giac ABC, ACD, ABD va BCD dugc goi
la hinh tr dién va duoc ki hiéu la ABCD.

Trong hinh 1 dién ABCD, céc diém A, B, C, D dugc
goi la cac dinh clia tr dién, cac doan théng AB, BC,
CD, DA, AC, BD dugc goi la cac canh clia tir dién, cac
tam giac ABC, ACD, ABD, BCD duoc goi la cac mat
cua tr dién.

Trong hinh t&r dién, hai canh khéng c6 dinh chung
dugc goi 1a hai canh déi dién, dinh khong nam trén
mot mat duoc goi la dinh déi dién véi méat d6.

.

Hinh tar dién co bén mat la
cdc tam giac déu goi la hinh
tirdién deu.

Nhan xét. Hinh t&r dién la mét hinh chép tam giac ma méat nao ctia hinh tir dién cling c6 thé

dugc coi la mat day.

) Vi du 6. Cho hinh ttr dién ABCD va E la mét diém nam trong
tam giac BCD. Goi F la mét diém nam gitra A va E (H.4.12).
Xac dinh giao diém cla duong thang BF va mat phang
(ACD).

Giai

Vi diém E ndm trong tam giac BCD nén duéng thing BE
cét canh CD tai mét diém M. Cac diém A, E thuéc mat
phéng (ABM) nén duéng thang AE thuc mat phang (ABM),
do @6 diém F thuéc mat phang (ABM). Nhu vay cac diém
A, B, E, F, M cung thuéc mat phang (ABM).

Trong tam giac ABM, duéng thdng BF cét AM tai N. Vi N
thuéc AM va A, M ciing thuéc méat phang (ACD) nén N thuéc
mét phéng (ACD). Vay N la giao diém clia Guong thang BF
va mat phang (ACD).

J Luyén tip 6. Trong Vi du 6, xac dinh giao diém cla dudng
thang DF va mat phang (ABC).

76

Hinh 4.12

Pé xac dinh giao diém cua
mét duong thang va mét mat
phéng, ta c6 thé tim giao diém
cuia dudng thang do voi mét
duéng thang ndm trong mat
phéng da cho.
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BAITAP

4.1. Trong khéng gian, cho hai duéng thdng a, bva mat phéng (P). Nhting ménh dé nao sau
day la dung?

a) Néu a chira mét diém nam trong (P) thi a nam trong (P).

b) Néu a chira hai diém phan biét thudc (P) thi a ndm trong (P).

c) Néu a va b cling ndm trong (P) thi giao diém (néu cb) clia a va b cling ndm trong (P).
d) Néu a ndm trong (P) va a cét b thi b nam trong (P).

4.2. Cho tam giac ABC va diém S khéng thuéc mat phdng (ABC). Lay D, E la cac diém lan

lugt thuge cac canh SA, SBva D, Ekhac S.

a) Budng thang DE cé ndm trong mat phéng (SAB) khéng?

b) Gia st DE cét AB tai F. Chirng minh rdng F 1a diém chung clia hai m&t phéng (SAB) va
(CDE).

4.3. Cho mat phéng (P) va hai duong théng a, b ndm trong (P). Mét duong théng c cét hai
duong 1hang ava b tai hai diém phan biét. Ching minh rang duéng thang ¢ nam trong
mat phéng (P).

4.4. Cho hinh chop ttr giac S.ABCD va M la mét diém thuoc canh SC (M khac S, C).
Gia str hai duong thang AB va CD cat nhau tai N. Ching minh réng duong thang MN la
giao tuyén clia hai mat phang (ABM) va (SCD).

4.5. Cho hinh chép tir giac S.ABCD va lay mot diém E thudc canh SA cla hinh chép
(E khac S, A). Trong mat phang (ABCD) vé mét duong thang d cat cac canh CB, CD
1an luot tai M, N va cét cac tia AB, AD lan luot tai P, Q.

a) Xac dinh giao diém clia mp(E, d) v6i cac canh SB, SD clia hinh chép.
b) Xac dinh giao tuyén clia mp(E, d) v6i cac mat cta hinh chép.

4.6. Cho hinh t&r dién ABCD. Trén cac canh AC, BC, BD lan luot lay cac diém M, N, P
sao cho AM= CM, BN = CN, BP = 2DP.

a) Xac dinh giao diém clia duong thdng CD va mat phang (MNP).
b) Xac dinh giao tuyén clia hai mat phéng (ACD) va (MNP).

4.7. Tai cac nha hang, khach san, nhan vién phuc vu
ban thuéng xuyén phai bung bé nhiéu khay, dia d6 an
khac nhau. Mét trong nhirng nguyén tac nhan vién can
nhé Ia khay phai dugc bung béng it nhat 3 ngén tay. Hay

giai thich tai sao.

4.8. Ban cét gidy la mét dung cu duoc sir dung thuéng
xuyén & céc clra hang photo-copy. Ban céat gidy gém hai
phan chinh: phan ban hinh chi nhat cé chia kich thuéc
gidy va phéan dao cét c6 mét dau duoc cb dinh vao ban.
Hay giai thich tai sao khi sl dung ban cét gidy thi cac
duong cat luén la duong thang.
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HAI DUGNG THANG SONG SONG

THUATNGU | KIEN THU'C, Ki NANG
+ Hai duéng thang i + Nhan biét Vi tri tuong déi cia hai duéng thang trong khéng gian: hai

déng phang i duong thang tring nhau, song song, ct nhau, chéo nhau.
+ Hai duéng thang | + Giai thich tinh chét co ban cua hai duong thang song song trong
chéo nhau i khéng gian.
b Van dung kién thirc vé hai duéng thing song song dé mé ta mét s
i hinh anh trong thyc tién.

Dé  gidi quyét van @é tic duong & cac thanh
phé I6n, c6 rat nhiéu giai phap duoc dua ra.
Trong d6 giai phap xay dung cac hé théng
cau vuot, duong hoac duong st trén cao da
va dang duoc dua véo thuc té & Viét Nam.
Toan hoc mé ta vj tri tuwong quan gilra cac
tuyén duéng trén nhu thé nao?

Hinh 4.13

1. VITRi TUONG DOI CUA HAI DUONG THANG

) 101 Quan sat bén tuyén duong trong Hinh 4.13 va tra 16i cac cau hoi sau:
a) Hai tuyén dudng nao giao nhau?
b) Hai tuyén duong nao khéng giao nhau?
c) Hai tuyén duong nao song song?

Cho hai duéng thang a va b trong khéng gian.

+ Néu ava bcing ném trong mét mat phéng thi ta néi a va b déng phéng. Khi do, a va b
6 thé cat nhau, song song véi nhau hoac trung nhau.

Néu a va b khéng cung nam trong bét ki mat phang nao thi ta néi a va b chéo nhau.
Khi @6, ta cling néi a chéo v6i b, hoéc b chéo véi a.

LN (L

= {M}
a cat b tal M a song song vdl b a trung V6i b
Hinh 4.14

Hinh4.15

8
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KY) P = . . F
g Hay tim mét s6 hinh anh vé hai duong thang song song, hai dudong thang chéo nhau
trong thuc tién.

nhimg voi bé cam

Hai duéng théng khéng co diém
chung thi cé thé song song hodc

— Hai duong thang song song la hai duéng thang hiG

ddng phang va khéng co diém chung.
- C6 dung mét méat phang chira hai duong thang
song song.

) Vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng

cung ném trong mot mat phang (H.4.16). 3

a) Quan sat bén duong thang AB, BC,CD, DA. Chi ra
cac cap duong thang cat nhau, cac cap duong thang A D
song song.

b) Trong ba dudng thang AB, AF, BE c6 hai dudng thang B c
nao chéo nhau hay khéng?

Giai

a) Cac cép duong thang cét nhau la AB va BC, ABva DA, BC va CD, CDva DA.
Céc cép duong thdng song song la AB va CD, DA va BC.

b) Cac dudng théng AB, AF, BE cung nadm trong méat phang (ABEF) nén trong ba duéng
thang d6 khéng c6 hai dudng thang nao chéo nhau.

m

) tuyén tip 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh
binh hanh (H.4.17).
a) Trong céc duéng thang AB, AC, CD, hai duong théng
nao song song, hai dudng thang nao céat nhau?
b) Goi M, N 1an Iuot la hai diém thudc hai canh SA, SB.
Trong cac duong thang SA, MN, AB c6 hai duong
thang nao chéo nhau hay khéng?

79
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1 Vi du 2. Cho hinh tr dién ABCD (H.4.18). Hai duéng théng A
AB va CD c6 chéo nhau hay khéng? Chi ra cac cap duong
thang chéo nhau cé trong hinh ttr dién dé.
Giai D
Néu hai duéng thang AB va CD khéng chéo nhau thi ching 8
cung thuéc mét mat phéng Khi d6 bén diém A, B, C, D
ddng phang, trai voi gia thiét ABCD Ia hinh tr dién. Do d6, c

hai duéng thang AB va CD chéo nhau.

Lap luan tuong tu, ta théy trong tr dién ABCD cén co cac
cap duong thang chéo nhau la AC va BD, ADva BC

) S
D Luyéntip2. Trong hinh chop tir giac S.ABCD (H.4.19), chira
nhiing duong thang: c
a) Chéo v6i dudng thang SA; D
G e 3 3 B

b) Chéo v6i duong thang BC.

Hinh 4.18

Hinh 4.19

) vin dung 1. Mét chiéc gay dugc dat mét dau dua vao tudng
va dau kia trén mat san (H.4.20). Hai c6 thé dat chiée gay do
song song v6i mét trong cac meép tudng hay khéng?

2. TINH CHAT CUAHAI DUONG THANG SONG SONG
) uo2. Trong khéng gian, cho mét duéng thang d va mét diém
M khéng nam trén d (H.4.21). Goi (P) la méat phang chira M
vad.
a) Trén mat phang (P) c6 bao nhiéu duong théng di qua M A
va song song Vvoéi d?

b) Néu mét duong thang di qua M va song song Vi d thi
dudng thang 6 cé thuée mat phang (P) hay khéng?

Hinh 4.21

Trong khéng gian, qua mét di ém khéng nam trén duéng thang cho trudc, c6 dung mét
duéng thang song song voi dudng thang da cho.

) wo3. Quan sat16p hoc va tim hai duong thédng song song véi mép trén clia bang. Hai duong
thang @6 cé song song vdi nhau hay khéng?

Trong khong gian, hai dudng thing Céo tia sang Mat Troi & gin
phan biét ciing song song véi duong AL B rac nounHioae

duong thang déi mét song
théng thir ba thi song song v6i nhau. song véi nhau.
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2 Vidu3. Cho tr dién ABCD. GoiM N, RQR, S lan luot la
trung diém clia cac doan thang AB, CD, AD, BC, AC, BD
(H.4.22).

a) Chirng minh réng ti giac MPNQ 1a hinh binh hanh.
b) Chirng minh réng céc doan thang MN, PQ, RS cing di
qua trung diém clia méi doan.
Giai
a) Trong tam giac ABC, ta c6 MQ la duong trung binh nén
1
MQ /I ACva MQ = 7 AC. Tuong tu voi tam giac ACD, ta

cOPN//ACvaPN= % AC. Do @6 MQ// PN va MQ= PN,
suy ra tr giac MPNQ |a hinh binh hanh.

b) Tir cau a suy ra hai doan thang MN va PQ cét nhau tai
trung @iém clia méi doan. Tuong tu, hai doan thang MN va
RS cét nhau tai trung diém ctia méi doan. Do d6, cac doan
thang MN, PQ, RS cung di qua trung diém ctia méi Goan.

» Luyén t3p3. Trong Vi du 1, chiing minh réing bén diém C, D,
E, F dbng phéng va tir giac COFE 4 hinh binh hanh.

) 104, Cho hai mét phang (P) va (Q) cét nhau theo giao tuyén c.
M6t mat phang (R) cat (P) va (Q) lan luot theo cac giao
tuyén ava bkhac c.

a) Néu hai duong thang a va c cat nhau tai M thi dueng
thang b c6 di qua M hay khéng (H.4.23)? Giai thich vi sao.

b) Néu hai duong théng a va ¢ song song voi nhau thi
hai duong thang b va ¢ c6 song song voi nhau hay khéng
(H.4.24)? Giai thich vi sao.

Hinh 4.22

Néu cac dau hiéu nhan biét
tir giac la hinh binh hanh.

W

Neéu hai dueng théng b va ¢
cat nhau tai Nthi ta co thé sir
dung lai két qua & cau a.

o B

B N ;

Hinh 4.23 Hinh 4.24

Két qua sau day con duoc biét dén voi tén goi "Binh li vé ba dudng giao tuyén”.

Néu ba mat phang d6i mét cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén ao]

{déng quy hodc déi mét song song vei nhau.

Chi y. Tir két qua trén c6 thé suy ra rang: Néu hai mat phang chtra hai duong thang song
song v6i nhau thi giao tuyén clia chung (néu co) song song voi hai duong thang d6 hoac
triing véi mét trong hai dudong thang do.

81
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3 vidu 4. Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh
(H.4.25). Xac dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SAB)va (SCD).
Giai
Hai mat phéng (SAB) va (SCD) co diém chung S va chura hai
duong thang song song la AB va CD. Do d6, giao tuyén cla hai
mét phang (SAB) va (SCD) la duéng thdng m di qua S va song A B
song voi AB, CD.

) Luyén tip 4. Trong Vi du 4, hay xac dinh giao tuyén clia hai mat
phéng (SAD) va (SBC).

1 Vin dung 2. MGt bé kinh chira nudc cé @ay la hinh chr nhat
dugc dat nghiéng nhu Hinh 4.26. Giai thich tai sao duwong mép
nuéc AB song song véi canh CD clia bé nuéc.

BAI TAP Hinh 4.26

4.9. Trong khéng gian, cho ba duéng théng a, b, ¢. Nhitng ménh dé nao sau day la dung?
a) Néu a va b khéng cét nhau thi a va b song song.
b) Néu b va ¢ chéo nhau thi b va ¢ khéng ciing thuéc mét mat phang.
c) Néu a va b cuing song song véi ¢ thi a song song véi b.
d) Néu a va b cét nhau, b va c cét nhau thi a va ¢ cét nhau.

4.10. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Trong cac cap duong (hépg sau,
cap duong thang nao cat nhau, cap duong thang nao song song, cap dudong thang nao
chéo nhau?

a) ABva CD; b)ACva BD,  c)SBvaCD.

4.11. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.
Goi M, N, P, Q Ian Iuot 1a trung diém cla céc canh bén SA,
SB, SC, SD (H.4.27). Chirng minh réng t&r giac MNPQ la hinh
binh hanh.

4.12.Chohinh chép S.ABCDcé day ABCDIahinh thang (AB// CD). Hich 427
Goi M, N lan luot Ia trung diém clia cac canh SA, SB. Chung
minh rang t&r giac MNCD la hinh thang.

4.13. Cho hinh chép S.ABCDc6 day ABCDlahinh thang (AB// CD).
Goi Mla trung diém clia doan thang SD (H.4.28).

a) Xéc dinh giao tuyén clia mat phang (MAB) va (SCD).

b) Goi N Ia giao diém clia duong thdng SC va mat phang O c
(MAB). Chung minh rang MN la duong trung binh cla tam
giac SCD. A [:]

Hinh 4.28

8
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4.14. Cho tr dién ABCD. Goi M, N 1an luot la trung diém cﬂq céac canh BC, CDva P |la mét
diém thuéc canh AC. Xac dinh giao tuyen ctia hai mat phang (AMN) va (BPD) va ching
minh giao tuyén do6 song song véi BD.

4.15. (B6 wui) Khi hai canh cira 6 hinh ch(r nhat dwoc mé, du & vi tri nao, thi hai mép ngoai
clia chiing luén song song vai nhau (H.4.29). Hay giai thich tai sao.

Néu hai canh clra s c6 dang hinh thang nhu Hinh 4.30 thi 6 v tri nao clia hai canh clra
@é hai mép ngoai clia ching song song véi nhau hay khéng?

-

Hinh 4.29

o Emco biét?
Trong khéng gian, c6 dinh mét dudng thang A
théng ding va goi d la mét dudng thang tuy .
Ta hay cung tim hiéu hinh duoc tao béi duong
théng d khi quay duong thang nay quanh duéng
théng A trong khéng gian. Néu d'song song v6i A
hodc d cét A thi c6 thé dé dang hinh dung duoc
hinh tao ra la mat tru hoac mat non (H.4.31).

Cén néu d va A chéo nhau thi sao? Trong
héu hét céac trrang hop, hinh tao ra dugc goi la
mat hypebol (hyperboloid) nhu trong Hinh 4.32.
Mat hypebol cé thé duoc coi nhu' mét “dang 3D"
ctia quong hypebol d& dugc day & Iop 10. M6t
diéu tha vj la néu mat hypebol dugc cat boi mot
mét phang di qua dudng thang A (truc hypebol)
thi vét cat nhan dugc chinh la mét duong
hypebol (H.4.33).

Hinh 4.32 Hinh 4.33

Hinh &nh clia mat hypebol xuét hién rat nhiéu ;
trong xay dung, kién tric, nghé thuat,... vatrong  guazasses
thuc tién, ching ta hoan toan co thé “dung '\
duoc” mét hypebol bang cach sir dung cac vat “'M{/
dung don gién nhu nan tre thang, que tinh hay “‘\
nhitng chiéc dGa... Em c6 thé tim thay mét cach
durng nhu vay trén céc trang web tim kiém vai tir ‘l‘\
>

khoa “hyperboloid"”.
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DUGNG THANG
VA MAT PHANG SONG SONG

THUAT NoUr | KIEN THU'C, Ki NANG
- Budng théng song song véi i+ Nhan biét duéng thing song song voi mét phing.
mét phang i« Giai thich diéu kién dé duong thang song song véi mat phang.

mat phéng.
i+ M6 ta mét sb hinh anh trong thurc tién c6 lién quan dén

i
i
i
+ Buongthang cat matphang | « Giai thich tinh chét co ban vé duéng thang song song voi
!
{ duong thang song song voi mat phang.

Khi xay twéng gach, nguéi the thuong bét dau
Vi Viéc xay cac vién gach dén, sau d6 cang day
nho doc theo canh clia cac vién gach dan d6 dé
lam chuén réi moi xay cac vién gach tiép theo.
Viéc str dung déy cang nhur vay co tac dung gi?
Toan hoc mé ta vi tri gitra day cang, cac mép
gach véi mat dét nhu thé nao?

| 1. PUONG THANG SONG SONG VO1 MATPHANG

) o1, Quan sat hinh anh
khung thanh béng da
va nhan xét vi tri clia xa
ngang, c6t doc, thanh
chéng va thanh bén cla
khung thanh véi mat dat.

Kich thuée clia khung
thanh duoc quy dinh
khac nhau tuy theo
san béng. Trong san
boéng da mini 5 nguoi,
xa ngang cua khung
thanh dai 3 mét, cft
doc dai 2 mét.

Cho duéng théng d va mat phang (o). Néu d va (c) khéng co diém chung thi ta néi d
song song voi (a) hay (o) song song v6i d va ki hiéu la d // (o) hay (o) // d.

Ngoai ra:

« Néu dva (o) c6 mét diém chung duy nhat M thi ta néi d va () cét nhau tai diém M va ki
hiéu d ()= {M} hay d ~ (o) = M.

+ Néu dva (o) c6 nhiéu hon mét diém chung thi ta néi d nam trong (c) hay () chira d va ki
hiéu d c (e hay (o) o d.

A /A ‘“/A//

d// (o) d (o) = {M} dc (o)
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\T}
n Hay chi ra mét hinh anh dudng thang song song véi mat
phang trong burc anh bén (H.4.34).

B Vi dy 1. Cho hinh tr dién ABCD (H.4.35). Trong cac mat
phang chira cac mat ctia hinh t& dién, hay cho biét:

a) Buong thang AB cét cac mat phang nao;

X X 3 Hinh 4.34. Cau Long Bién, cdy cau
b) Buong thang AB nam trong cac mét phang nao. dice b b e - ol riokis
Giai lich str” cia nudc ta
a) Buéng thang AB cét cac mat phang (ACD) va (BCD). A
b) Buéng thang AB nam trong cac mat phang (ABC) va
(ABD).
) Luyén tp 1. Trong Vi du 1, duong théng AC cét cac mat & &
phang nao, nam trong cac mat phang nao?
C
Hinh 4.35

2.DIEUKIEN VATINH cnﬂTqﬂAwﬂNGTHi&NG
SONG SONG VO'I MAT PHANG

) wo2. Cho duong thing a khong ndm trong mat phéng (P) &' Bai 11, ta da biét c6 ding
va a song song véi duong thang b nam trong (P). Goi (Q)1a  mat mat phéng chira hai
maét phang chira a va b (H.4.36). duong thang song song.
Néu a va (P) cét nhau tai diém M thi M cé thudc (Q) va M
6 thudc b hay khéng? Hay rit ra két luan sau khi tra 16i cac
céu hai trén.

Néu duong théng a khong nam trong mat phang (P)
va song song v&i mét duong thang nam trong (P) thi a
song song Vvoi (P).

Hinh 4.36

\[}
n Phat biéu trén con dung khéng néu bo diéu kién “a khéng ndm trong mat phang (P)"?

2 Vi du 2. Cho ba duéong thang a, b, ¢ d6i mét song song Voi s
nhau va khéng ciing ndm trong mét mat phéng (H.4.37). /
Chtrng minh rang duédng thang a song song véi mp(b, ¢).

Giai //
Ba dudng thang a, b, ¢ khéng cling ndm trong mét mét phang

nén duong théng a khéng nédm trong mp(b, ¢). Vi duong théng
a song song Vi dudng thang b va duong thang b nam trong E
mp(b, ¢)nén dudng thang a song song véi mét phang mp(b, ¢). Hinh 4.37

) ] Luyén tp 2. Trong Vi du 2, chiing minh réng duéng thang ¢ song song véi mp(a, b), duéng
thang b song song voi mp(a, ¢).
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3 Vi du 3. Trong khéng gian cho hai duong théng chéo nhau 5
a va b. Chirng minh rang c6 mét mat phang chira a va song /
song voi b.
Giai (H.4.38)

Lay diém M bét ki thudc a. Qua M ké duéng thang b' song

song voi b va dat (P) = mp(a, b'). B
Vi a va b chéo nhau nén duong thang b khéng nam trong

mét phang (P). Vi b song song voi b' ndm trong méat phang

(P) nén b song song V&i (P). Vay (P) la mét phang chira a

va song song Vvoi b.

Hinh 4.38

Chay. Ta c6 thé chirng minh réng mét phéng (P) trong Vi du 3 la méat phéng duy nhét chira
dudng thang a va song song v6i duong thang b. Nhur vay, cho truéce hai duong thang chéo
nhau, cé duy nhat mét mat phang chira duéng thang nay va song song véi duéng thang kia.

2 Luyéntip 3. Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Hai duong thang SDva
AB c6 chéo nhau hay khéng? Chi ra mat phang chira duong thang SD va song song véi AB.

3 Vin dung. Trong tinh huéng mé déu, hay giai thich tai sao day nho khi céng thi song song
v6i mat dét. Tac dung clia viéc d6 la gi?

) wo3. Cho duong théng a song song v6i mat phang (P) va Nhéc lai cac vi tri tuong déi
(Q) la mét mat phéng chira a. Gia st (Q) cat (P) theo giao ca hai duong thang trong
tuyén b (H.4.36). Khéng gian.

a) Hai dudng thang a va b c6 thé chéo nhau khéng?
b) Hai dudng thang a va b cé thé cét nhau khéng?

Cho duéng théng a song song voi mat phang (P). Néu
maét phang (Q) chira a va cat (P) theo giao tuyén b thi
b song song voi a. J

) vidua. Cho tir dién ABCD, diém E nam gitra hai diém A va C. Goi (P) la mét phéng qua E
va song song v6i hai duéng thang AB, CD (H.4.39). Xac dinh cac giao tuyén clia (P) va cac
mat clia tr dién. Hinh tao boi cac giao tuyén la hinh gi?

Giai A

Mét phang (ABC) chira duong thang AB song song Voi

mét phang (P) nén mét phéng (ABC) cat mét phéng (P) theo

giao tuyén song song véi AB. V& EF // AB (F thuéc BC) thi H
EF 1a giao tuyén clia (P) va (ABC).

Hai mét phéng (ACD) va (BCD) cuing chira duéng thang CD

song song v&i mat phang (P) nén chung cat mat phéng (P) 8 D
theo giao tuyén song song véi CD. V& EH, FG song song

voi CD(chuOc AD, Gthuéc BD) thi EH, FGIan Iuot |a giao F

tuyén clia mat phéng (P) véi hai mat phang (ACD), (BCD). c

Khi d6 GH la giao tuyén clia (P) va (ABD). rr—
linh
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Mat phang (ABD) chira dudng thang AB song song véi mat phéang (P) nén giao tuyén GH
clia (ABD) va (P) song song voi AB. Tu giac EFGH co EF // GH (vi cung song song véi AB)
va EH // FG (vi cung song song v&i CD) nén né la hinh binh hanh.

» Luyén tdp 4. Trong Vi du 4, goi (Q) la mét phang qua E va song song v6i hai duong thang
AB, AD. Xac dinh giao tuyén clia (Q) v6i cac mét cla tr dién.

BAITAP
4.16. Trong khéng gian, cho hai duéng théng phan biét a, b va mat phang (P). Nhirng ménh
dé nao sau day la ding?
a) Néu a va (P) co diém chung thi a khéng song song V6i (P).
b) Néu a va (P) cé diém chung thi a va (P) cét nhau.
¢) Néu a song song véi b va b nam trong (P) thi a song song v6i (P).
d) Néu a va b song song v6i (P) thi a song song véi b.
4.17. Cho hai tam giac ABC va ABDkhéng cung nam trong mét mat phang. Goi M, N1an luot
la trung diém clia cac canh AC, AD.
a) Budng thdng AM cé song song v6i mét phang (BCD) hay khéng? Hay giai thich tai sao.
b) Budng thang MN cé song song voi mat phang (BCD) hay khéng? Hay giai thich tai sao.
4.18. Cho tu dién ABCD. Goi M. N lan luotla trung diém clia hai canh BC, CD. Chiing minh
rang duong thang BD song song véi méat phang (AMN).

4.19. Cho hinh chép S.ABCD co day la hinh thang (AB // CD). Gei E la mét diém nam gitra
S va A. Goi (P) la méat phang qua E va song song voi hai duong thang AB, AD. Xac dinh
giao tuyén clia (P) va cac mat bén cla hinh chép. Hinh tao béi cac giao tuyén Ia hinh gi?

4.20. Ban Nam quan st théy du ctra ra vao dugc mé ¢ vj tri nao thi mép trén ca clra luon
song song voi mét mat phang c6 dinh. Hay cho biét @6 la mat phang nao va giai thich
tai sao.
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HAI MAT PHANG SONG SONG

| KIENTHUC, Ki NANG

b Nhan biét hai mat phang song song trong khéng gian.

ks Giai thich diéu kién dé hai mat phang song song.

i Giai thich tinh chét co ban vé hai mat phang song song.
+ Hinh lang tru ; + Giai thich dinh li Thalés trong khéng gian.

THUAT NoU

+ Hai mét phang song song

+ Binh li Thalés trong
khéng gian

+ Hinh hép « Giai thich tinh chat co ban ctia hinh lang tru va hinh hép.

+ M6 ta mét s6 hinh anh trong thuc tién c6 lién quan dén hai mat
phang song song trong khéng gian.

Cac dau bép chuyén nghiép luén cé ki nang dung dao diéu
luyén @é thai thirc &n nhu rau, cd, thit, ca, ... thanh cac miéng
déu nhau va dep mét. Cac nhat cat can tuan thi nguyén tic
gi dé dat duoc diéu d6?

1. HAIMAT PHANG SONG SONG
) wo1. Cac mat bac thang trong Hinh 4.40 ggi nén hinh anh

vé cac mat phéng khéng cé diém chung. Hay tim thém mot
s6 vi du khéc cling goi nén hinh anh d6.

pr—

Hai mat phéng (o) va (B) duoc goi la song song véi nhau
néu ching khéng c6 diém chung, ki hiéu (o) // () hay

(B)// ().
A=/

Nhan xét. Néu hai mat phéng (o) va (B) song song v6i nhau
va duong thang d ndm trong (o) thi d va (B) khong co diém
chung, trc 1a d song song vai (B). Nhu vy, néu mét duong
thdng ndm trong mét trong hai mat phang song song thi
duong thang d6 song song v6i mat phang con lai.

Trong hinh @nh mé @au, cac nhat cét co tao thanh cac ” Y
mat phang song song hay khéng? Thap nghiéng Pisa 6 Y c6

cac mat san & moi tang

Hinh 4.40

Ruéng béc thang co cac mat
béc thang goi nén hinh &nh vé
cac mat phang song song.

khéng song song véi mét dat.
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2.DIEU KIEN VA TiNH CHAT CUAHAIMAT PHANG SONG SONG

) w02, Cho métphéng (o) chira hai duong thang cét nhau a, b
va a, b cung song song voéi mat phang (p) (H.4.41). E

Néu () va (p) cét nhau theo giao tuyén c thi hai duong =g

théng ava c¢ c6 song song voi nhau hay khéng, hai duong
thang b va ¢ c6 song song véi nhau hay khéng?

Hay rut ra két luan sau khi tra 167 cac cau hoi trén. Hinh 4.41

Y

Néu mét phang () chira hai udng thang cét nhau va hai Wiy nhic Il cac tinh cha

duong thang néy_ song song véi mat phang (p) thi (o) va ctia dudng thing song song
(P) song song véi nhau. voi mat phang da dugc hoc
& Bai 12,

W
g Néu khéng co diéu kién "hai duong thang cat nhau” thi
khang dinh trén cén ding khéng?

3 Vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cling ¢
nam trong mét mat phang. Chung minh rang mat phang
(BCE) song song voi mat phang (ADF) (H.4.42). E
Giai D
Vi tr gidc ABCD la hinh binh hanh nén BC // AD. suy ra
BC /I (ADF). B o

Vit giac ABEF 1a hinh binh hanh nén BE // AF, suy ra
BE I/ (ADF). Hinh 4.42

Mét phéng (BCE) chira hai duéng théng cat nhau BC va BE
cling song song v6i mat phang (ADF) nén mét phang (BCE)
song song véi mat phang (ADF).

> luyén tdp 1. Trong khong glan chobén diém A, B, C, Dkhong
déng phang. Qua diém A vé hai duong thang m, n lan luot
song song V&i hai dudng thang» BC, BD. Chirng minh rdng
mp(m, n) song song voi mat phang (BCD).

 vin dung 1. M6t chiéc ban c6 phan chan Ia hai khung sét
hinh chir nhat cé thé xoay quanh mét truc nhu trong
Hinh 4.43. Khi mat ban duoc dat Ién phan chan ban thi
mat ban luén song song v&i mat dat. Hay giai thich tai sao.

) oz, D4t mét thm bia cling 1€n mét goc clia mét ban nam
ngang (H.4.44) sao cho mat bia song song v6i mat dat. Khi
d6 mat bia cé trung voi mat ban hay khéng?

Qua mét diém nam ngoai mét mat phéng cho trude
©6 mét va chi mét mat phang song song véi mat phang
da cho.

a Néu hai méat phang phan blét cung song song véi mat

phang thi ba thi hai mat phang dé co song song v&i nhau .
hay khéng? Vi sao? Hinh 4.44

Hinh 4.43
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3 Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan luot la
trung diém clia céc canh SA, SB, SC, SD (H.4.45). Ching
minh réng hai mat phang (MNP) va (NPQ) ciing song song
v6i mét phang (ABCD), tir @6 suy ra bén diém M, N, P, Q
ddng phang.

Giai

Vi M, N la trung diém clia SA, SB nén MN la duéng trung
binh ctia tam giac SAB. Do d6, MN // AB va suy ra MN song
song v6i mat phang (ABCD). Tuong tu, NP cling song song
voi mat phéng (ABCD). Vay méat phang (MNP) song song
v6i mét phdng (ABCD). Lap luén tuong tu ta c6 mat phang
(NPQ) ciing song song voi mét phang (ABCD).

Hai mat phdng (MNP) va (NPQ) cling di qua diém N va cling
song song v6i mat phang (ABCD) nén hai mat phang d6
tring nhau, tirc 1a bén diém M, N, P, Q déng phéng.

D tuyén tip 2. Cho hinh chop S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan
luot 1a cac diém thudc cac canh SA, SB, SC, SD sao cho
MA_NB PG QDS . Chirng minh réng bén diém M,
MS NS PS QS 2

N, P, Q déng phéng.

) uwa. Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Gia sir
mat phéng (R) cét mat phang (P) theo giao tuyén a (H.4.46).
a) Chiing minh réng mét phang (R) cat mat phang (Q).

b) Goi b la giao tuyén clia hai mat phang (R) va (Q). Hai
dudng thang a va b cé thé chéo nhau hay khéng, co thé
cét nhau hay khéng?

Cho hai mat phang song song. Néu ‘mot mat phéng cét
mat phang nay thi cling cat mat phang kia va hai giao
tuyén song song véi nhau,

» Vidu3. Trong Vi du 2, goi E, FIan luot 4 cac diém thudc cac
canh AB, CD (H. 4.47). Xac dinh giao tuyén clia mat phang
(MEF) va mét phang (MNPQ).

Giai

Trong Vi du 2, ta d& chirng minh dugc hai mat phéng
(MNPQ) va (ABCD) song song Vvoi nhau. Vi vay hai giao
tuyén clia méat phang (MEF) véi hai mat phang (MNPQ)
va (ABCD) song song Vv6i nhau. Trong mat phang (MEF),
qua M vé dudng thang song song véi EF cat PQ tai G thi
dudng thdng MG la giao tuyén clia hai mat phang (MEF) va
(MNPQ).

S
l \
Hinh 4.45

G

ot VA

P 7
|

Hinh 4.46

Hinh 4.47
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) tuyén tip 3. Trong Vi du 3, hdy xéac dinh giao tuyén clia méat phdng (EMQ) va mét phang
(ABCD).

3.DINHLi THALES TRONG KHONG GIAN
) wes. Cho ba mét phéng (P), (Q) va (R) @6i mot song song.
Hai duéng thang phan biét d va d' cat ba mat phéang lan luot
tai A, B, Cva A’ B', C'(C khac C'). Goi D la giao diém clia
AC'va (Q) (H.4.48).
a) Cac cap duong thang BD va CC', B'D va AA' cé song
song voi nhau khéng?

b) Céc i ség_B AD ya A'B’ 6 biing nhau khong?

c'DC' B'C Hinh 4.48
Két qua sau con duoc biét dén nhu dinh li Thalés trong Nhéc lai dinh li Thalés trong
khéng gian. hinh hoc phang.

Ba mét phang déi mét song song chan trén hai cat tuyén
phén biét bét ki nhiing doan thdng tuong ing ti l€.

: . AB _BC _AC I\
Trong Hinh 4'481awW78'C'7—A'c" &) ‘

) Vidua. Cho hinh tr dién SABC. Trén canh SA lay cac diém
A, A,saocho AA = 2A A. Goi (P)va (Q) la hai mat phang
song song v6i mét phéng (ABC) va lan luot di qua A, A,
Mat phéng (P) cat cac canh SB, SC Ian luot tai B, C,.
Mt phang (Q) cét cac canh SB, SC Ian luot tai B, C,
(H.4.49). Chung minh BB~ 28 Bva C,C,= 2C,C.
Giai
Ap dung dinh li Thalés cho ba mét phéng @6i mét song song
(P). (Q), (ABC) va hai cat tuyén SA, SB, ta co % = %.
ViAA,=2AAnénB,8, - 28,8. A :
Tuong tu véi hai cat tuyén SA, SC suy ra CC,=2CC.

D Luyén tp 4. Trong HDS, cho AB = 2 cm, BC = 4 cm va Hinh 4.49
A'B’=3 cm. Tinh @6 dai cta doan thang B'C'.

4.HINHLANG TRU VA HINHHOP
) Mo6. Céc hinh anh duéi day cé dac diém chung nao véi hinh lang try ding tam giac ma em

da hoc & lop 7?
91
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(Cho hai mét phéng song song (o) va (o). Trén (o) cho
da giac 16i AA,..A. Qua cac dinh A A, ..., A, V& cac
duaong thdng d6i mét song song va cat méat phéng (o) tai
A'LA,, .., A'_Hinhgém hai dagidcA A, A A'A, A
va cac tir giac AA'A'A, AAAA, ... AA'A'A, Guoc
goi la hinh lang tru va ki hiéu la AA, A A'A", A"
(H.4.50).

+ CacdiémA,A, ... A vaA, A, . A duocgoila
cac dinh, cac doan thang A, A", A A", ..., AA’" dugc

5 Hinh 4.50
goi la cac canh bén, cac doan thang AA, AA, ...,
AA vaA A, AA, ... A A dugc goi la cac canh
day cla hinh lang try. Hinh lang tru co day la tam
> ¥ 5] " = - giac duoc goi Ia hinh lang
* Hai ag giacAA,..A vaA' A, A’ duoc goilahai mat try tam gidc, hinh Isng try
day ctia hinh l&ng tru. c6 day la tur giac duoc goi la

. Céc tir gidc A A AA, AAAA,  AAAA duge| NN IEng i g
goi la cac mat bén ctia hinh lang tru.

Hay giai thich tai sao cac mat bén ctia hinh lang tru la
hinh binh hanh, tir @ suy ra cac canh bén d6i mét song
song va cé d6 dai bang nhau.

Chi y. Tén clia hinh lang try dugc goi dya theo tén cua
da giac day.

D Vi du 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'. MGt mat
phéng song song véi méat day cla hinh lang tru cét cac canh
bén clia hinh lang try 1an Iuot tai A, B, C" (H.4.51). Ching
minh réng ABC.A"B"C" Ia hinh lang tru.

Giai

Vi cac canh bén clia hinh lang tru ABC.A'B'C’' d6i mét song
song nén AA", BB", CC" d6i mét song song. Mat phang
(ABC) song song v6i mat phang (A"B"C") nén ABC.A"B"C"
la hinh lang tru.

Hinh 4.51

) tuyén tip 5. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C'. Goi M va M' Ian Iuot |4 trung diém cla
BC va B'C'. Chirng minh rdng AMC.A'M'C'la hinh lang try.

) wo7. Hinh anh nao trong HD6 goi nén hinh anh vé hinh lang tru cé day 1a hinh binh hanh?
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-
o i R . Hai dinh d6i dién cua hinh
Hinh lang tru tir giac ABCD.A'B'C'D' c6 hai day la hinh hdp 14 hai dinh khdng cting

binh hanh duoc goi la hinh hép. thuce bt ki mat nao cia
— Céaccép diém Ava C, Bva D', Cva A", DvaB'duoc hinh :fl:‘ :ZL"":‘ :5? diéa':
H i1 : A Y cua ni al m
goi la céc dinh déi dién clia hinh hép. g oo &K chimig.

— Céc doan thang AC', BD', CA'va DB' duoc goi la cac
duong chéo cta hinh hop.

— Cac cép tur giac ABCD va A'B'C'D, ADD'A'va BCC'B',
ABB'A' va CDD'C' duoc goi la hai mat déi dién cla
hinh hép.

1 Vidu 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (H.4.52). Chirng minh
réng cac duong chéo AC', BD' CA'va DB' clia hinh hép
clng di qua trung diém clia méi duéng.

Giai

BPay ABCD ctia hinh hép |a hinh binh hanh nén AD // BC va
AD=BC. Matbén BCC'B'clia hinh hép la hinh binh hanh nén
BC//B'C'va BC=B'C'. Vay AD// B'C'va AD = B'C', suy ra
ADC'B'la hinh binh hanh. Tir d6 AC' va DB' cét nhau tai trung
diém clia méi duong Tuong tu AC'va BD', AC'va CA' cling
cét nhau tai trung diém clia méi dub-ng Véy bén duong chéo Hinh 4.52
clia hinh hép cuing di qua trung diém clia méi duéng.

3 tuyén tip 6. Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. Chiing minh rang hai mat phéng (ADD'A") va
(BCC'B') song song v&i nhau.
Nhan xét. T Vi du 6 va Luyén tap 6, ta co:
— Cac duong chéo clia hinh hép cung di qua trung diém cla méi duong;
— Cac mat ddi dién clia hinh hép song song voi nhau va cé thé coi la hai day cta hinh hop.

) Vin dung 2. Dé xac dinh muc nudc trong mét chiéc bé co
dang hinh hép, bac Ha @at mét thanh gé du dai vao trong
bé sao cho mét dau cua thanh gé dua vao mép cla nép
bé, dau con lai nadm trén day bé (H.4.53). Sau d6 bac Ha
rat thanh g& ra ngoai va tinh ti 1& gitra @6 dai cla phan
thanh g6 bi ngdm trong nuéc va @6 dai cta ca thanh gé.
Tilé nay chinh béing ti 1€ gitra muc nudc va chiéu cao clia bé.
Hay giai thich vi sao.

o e Hinh 4.53
BAITAP
4.21. Trong khéng gian cho ba mat phang phan biét (P), (Q), (R). Nhting ménh dé nao sau
day la dung?
a) Néu (P) chtra mét dudng thang song song véi (Q) thi (P) song song véi (Q).



https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647

1 g ‘!‘ 1 g Tailieu_com

b) Néu (P) chira hai dudng thdng song song vai (Q) thi (P) song song véi (Q).
c) Néu (P) va (Q) song song véi (R) thi (P) song song véi (Q).
d) Néu (P) va (Q) cét (R) thi (P) va (Q) song song v6i nhau.

4.22. Cho hinh lang try tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, P1an luot la trung diém cla cac canh
AA', BB, CC'. Chirng minh rang mét phang (MNP) song song v6i mat phang (ABC).

4.23. Cho hinh thang ABCD c6 hai day AB va CD. Qua cac diém A, D |an lugt vé cac duong
thdng m, n song song véi nhau va khéng ném trong méat phéng (ABCD). Chirng minh réng
mp(B, m) va mp(C, n) song song véi nhau.

4.24. Cho hinh tr dién SABC. Trén canh SA lay cac diém A, A, sao cho AA = A A,=AS.
Goi (P) va (Q) la hai méat phéng song song véi mét phéng (ABC)va lan luotdiqua A, A,
Mat phang (P) cat cac canh SB, SC lan luot tai B,, C,. Mét phdng (Q) cét cac canh SB,
SCIan luot tai B,, C, Ching minh BB, = B B,= B,S va CC,= C,C,= C,S.

4.25. Cho hinh lang tru tr giac ABCD.A'B'C'D'. Mét mét phéng song song v6i méat phang
(A'B'C'D') cét cac canh bén cla hinh lang try 1an Iuot tai A", 8", C", D". Héi hinh tao bdi
cac diém A, B, C, D, A", B, C", D"la hinh gi?

4.26. Cho hinh lang try tam giac ABC.A'B'C'. Goi Gva G'lan lugt la trong tam clia hai tam
giac ABCva AB'C'.

a) Chirng minh rang tr giac AGG'A' 1a hinh binh hanh.
b) Chtrng minh rang AGC.A'G'C'1a hinh lang try.
4.27. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. M6t mat phang song

song voi mét bén (ABB'A'") clia hinh hép va cét cac canh
AD, BC, AD', B'C' I&n lugt tai M, N, M', N' (H.4.54).

Chirng minh rdng ABNM.AB'N'M' la hinh hop.

A M D
Hinh 4.54

4.28. Cau thang xuong cé la dang ciu thang cé hinh déng twong tw nhu nhiing dét xuong
ca, thuong cé nhiing bac cau thang véi khoang mé 16n, tao duoc sy nhe nhang va
thoang dang cho khéng gian séng. Trong Hinh 4.55, phan mép clia méi bac thang ndm
trén tudng song song voi nhau. Hay giai thich tai sao.

Hinh 4.55
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THUAT NGU | KIEN THU'C, Ki NANG
« Phép chiéu song song | Nhan biét khai niém va tinh chét co ban vé phép chiéu song song.
« Hinh chiéu I Xac dinh anh ctia mét diém, mét doan thang, mét tam giac, mét
« Phuong chiéu l duong tron qua phép chiéu song song.
+ Hinh biéu di&n + V& hinh biéu dién cia mot sé hinh khéi don gian.
‘ + Mb ta mét sb hinh anh trong thuc tién co lién quan dén phép
i chiéu song song.

Trong béng da, céng nghé Goal-ine dugc
slr dung dé xac dinh xem béng da hoan
toan vuot qua vach véi hay chua, tr o
gitip trong tai dua ra quyét dinh vé mét
ban thang cé duoc ghi hay khéng. Yéu té
hinh hoc nao cho ta biét qua béng da
vugt qua vach véi hay chua?

Mét ban thang duoc ghi.
I 1. PHEP CHIEU SONG SONG
) we1. M6t khung clra sé c6 dang hinh tron véi cac chan song tao thanh hinh vuéng ABCD,

hai duéng chéo clia hinh vuéng cat nhau tai O. Duéi anh mét tréi, khung clra va cac chan
song d6 bong 1én san nha (H.4.56a). Quan sat hinh V& va tra 16i cac cau hdi sau:

a) Cac duong thang néi mdi diém A, B, Cvéi bong A’ B!, C'c6 d6i mét song song hay khéng?
b) Lam thé nao dé xac dinh duoc bong dé trén san nha cia méi diém trén khung clra s6?

b)

Hinh 4.56
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Cho mét phang (o) va dudng thang A cét (o). V&i méi diém M trong khéng gian ta xac
dinh diém M' nhu sau:

+ Néu M thuéc A thi M’ la giao diém clia (o) va A.
+ Néu M khéng thuéc A thi M'la giao diém clia () va duéng thang qua M song song V6i A.
Diém M' dugc goi 1a hinh chiéu song song clia diém M trén méat phéng (o) theo phuong A.

Phép dét trong (rng méi diém Mvéi hinh chiéu M’ cliand duoc goi la phép chiéu song song
1én (o) theo phuong A.

Mt phéng () duroc goi la mat phang chiéu, phuong A dugc goi la phuong chiéu.

1}
g Trong HD1, Iam thé nao dé xac dinh duoc béng clia toan bé song clra CD trén san nha?

Cho hinh 76. Tap hop Z6' cac hinh chiéu M’ clia cac diém M thuéc 76 qua phép chiéu
song song duoc goi la hinh chiéu clia 76 qua phép chiéu song song do.

Hinh chiéu cda hinh chir "A Béng do cua ngudi ban hang rong
duoi anh mat troi trén dudng pho Héi An

Chury. Néu mét dudng thdng song song véi phuong chiéu thi hinh chiéu clia duong théng

6 la mot diém. K& tir day, néu khéng noi gi thém ta chi xét cac phép chiéu ma phuong chiéu
khéng song song véi mat phang chiéu.

) Vidu1. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C".

a) Xac dinh hinh chiéu clia diém A trén méat phdng (A'B'C')
theo phuong CC".

b) Goi M Ia mét d@iém thudc doan thdng AB. Xac dinh hinh
chiéu clia M trén mat phang (A'B'C’) theo phuong CC'.

Giai (H.4.57)

a) Vi ABC.A'B'C' la hinh lang tru nén AA’// BB'// CC'. Vi A’
thugc mt phang (A'B'C') nén A'la hinh chiéu ctia A trén
mat phang (A'B'C’) theo phuong CC'.

b) Trong méat phdng (ABB'A") v& MM’ // AA' véi M thuéc AB'
thi MM // CC'. Vi M'thuéc mét phang (A'B'C')nén M'la hinh
chiéu clia M trén mét phéng (A'B'C') theo phuong CC'. Hinh 4.57
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3 tuyén tdp 1. Cho hinh hép ABCD.EFGH (H.4.58). Xac dinh
hinh chiéu clia diém A trén méat phang (CDHG) theo phuong
BC va theo phuong BG.

 vin dung 1. Trong hinh &nh mé dau, khi mét ban théng duoc
ghi thi hinh chiéu clia qua bong trén mat dét theo phuong
thang dirng 6 vi tri nhu thé nao véi vach véi?

Hinh 4.58

2.TiNH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG
) wo2. Quan sat Hinh 4.56a va tra |6i cac cau hoi sau:
a) Hinh chiéu O’ clia diém O cé ndm trén doan A'C’ hay khéng?
b) Hinh chiéu clia hai song cira AB va CD nhu thé nao v6i nhau?
¢) Hinh chiéu O’ clia diém O c6 phai la trung diém clia doan A'C' hay khéng?

Ta c6 cac tinh chét sau ctia phép chiéu song song:

+ Phép chiéu song song bién ba diém théng hang thanh ba diém théng hang va khéng
lam thay ddi thir tu ba diém d6. Phép chiéu song song bién duong thang thanh duong
théing, tia thanh tia, doan théng thanh doan théng.

Phép chiéu song song bién hai uéng thang song song thanh hai duong thdng song
song hoéc trung nhau.

Phép chiéu song song gitr nguyén ti s6 4o dai cua hai doan thang cling ném trén mot
duong thang hodc nam trén hai dudng thang song song.

Hinh 4.59

Hinh chiéu clia hai duong thang cat nhau co phai la hai
duong thang cat nhau hay khéng?

$ Vi du 2. Cho hinh binh hanh ABCD va goi AB'C'D' la hinh
chiéu clia ABC;Dtrén maét phang (P) theo phuong d (H.4.60).
Churng minh rang tr giac AB'C'D' la hinh binh hanh.
Giai
Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB song song véi CD, do d6
hinh chiéu clia AB la A'B' song song V&i hinh chiéu clia CD
la C'D'. Tuong tu A'D' song song véi B'C'.
T giac AB'C'D' c6 A'B'// C'D'va A'D'// B'C'nén n6 | hinh
binh hanh. il
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) Luyén tip 2. Chung minh réng hinh chiéu song song clia mét
hinh thang la mét hinh thang (H.4.61).

2 Vi du 3. Cho tam giac ABC cé M la trung diém clia BC. M6t
phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac
A'B'C', bién M thanh M' Ching minh rdng A'M' 1a duéng
trung tuyén clia tam giac AB'C’ (H.4.62).

Giai
Vi Mla trung diém clia BC nén B, M, C théng hang theo thir
tr dova % =1.Dovay B', M', C'théng hang theo thir tu d6
. B'M’
va
M'C’
duong trung tuyén clia tam giac A'B'C".

=1, trc 1a M'1a trung diém clia B'C'. Vay A'M' la

3 Luyén tip 3. M6t phép chiéu song song bién tam giac ABC
thanh tam giac A'B'C". Chiing minh réng phép chiéu dé bién
duaong trung binh clia tam giac ABC thanh dudng trung binh Hinh 4.62
cuia tam giac AB'C".

3.HiNH BIEU DIEN CUA MOT HiNH KHONG GIAN

) ue3. Trong ba hinh duéi day, hinh nao thé hién hinh lap phuong chinh xac hon?

Spmmmadaad
e

| SRPN =y PR,

Hinh 4.63

T dau chuong, ta thuong minh hoa céc hinh tir dién, hinh lap phuong, hinh lang try,...
bang cac hinh vé trén giay. Cac hinh vé nay deu tuan theo mét nguyen tac nhat dinh va
chting duoc goi la hinh biéu dién cla hinh khéng gian trén mat phang.

Hinh biéu dién ctia mét hinh trong khéng gian la hinh chiéu song song ctia hinh d6 trén
mét mat phang theo mét phuong chiéu nao @6 hoac hinh déng dang véi hinh chiéu dé.

s
Quan sat hinh anh khung cira sé trong Hinh 4.56a va cho biét hinh biéu dién clia hinh
tam giac, hinh vuéng, hinh tron la hinh gi?
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Khi hinh phang ndm trong méat phang khéng song song véi
phuong chiéu thi hinh biéu dién cla hinh phang d6 c6 cac 2
tinh chét sau: K
— Hinh biéu dién ctia mét tam giac (can, déu, vuéng) la mét

tam giac;
— Hinh biéu dién ctia hinh vuéng, hinh cht nhat, hinh thoi, E | |
hinh binh hanh Ia hinh binh hanh;

— Hinh biéu dién ctia hinh thang ABCD v6i AB // CDla mét

hinh thang A'B'C'D'v6i AB'/ C'D'thoaman 2B _ A'B”. bt
O CD

)

Hinh chiéu dimg

— Hinh biéu dién ctia hinh tron 1a hinh elip.

Hinh chiéu bang, hinh chiéu ding, hinh chiéu canh
cuia mét vat thé‘(mén Céng nghé 8 va Céng nghé 10)
chinh Ia hinh biéu di&n cla vat thé do.

) vidu 4. V& hinh biéu dién cla hinh léng tru ABCD.AB'C'D'
c6 mat day ABCD la hinh thang, AB song song véi CD va
AB = 2CD.

Giai

Hinh lang tny ABCD.A'B'C'D' ¢6 cac mét bén Ia hinh binh
hanh nén hinh biéu dién ctia nd cling co cac mat bén la hinh
binh hanh. Hinh thang ABCD c6 hai day AB, CDva AB = 2CD
nén hinh biéu dién cia ABCD la mét hinh thang c6 do dai
moét day gép hai lan d6 dai clia day con lai. Tir do, ta vé
dugc hinh biéu dién cta hinh |&ng try ABCD.A'B'C'D! nhur Hinh 4.64
Hinh 4.64.

) tuyén tdp 4. V& hinh biéu dién cla hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh.

1 Vin dung 2. Phép chiéu song song cé thé dugc sir dung dé vé dang néi (hay dang 3D) clia
chir céi nhu trong hinh duéi day. Theo phuong phap dé héy vé dang néi clia mét s6 chir céi
quen thuécnhuw L, N, T, ...
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BAITAP
4.29. Nh@rng ménh @& nao trong cac ménh dé sau day la dung?
a) Phép chiéu song song bién doan thang thanh doan thang.

b) Phép chiéu song song bién hai duéng thang song song thanh hai dwéng thdng
cat nhau.

c) Phép chiéu song song bién tam giac déu thanh tam giac can.
d) Phép chiéu song song bién hinh vuéng thanh hinh binh hanh.

4.30. Néu tam giac A'B'C'la hinh chiéu clia tam giac ABC qua mét phép chiéu song song thi
tam giac ABC c6 phai la hinh chiéu ctia tam giac A'B'C’ qua m6t phép chiéu song song
hay khéng? Giai thich vi sao.

4.31. Phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac A'B'C'. Ching minh réng
phép chiéu @6 bién trong tam clia tam giac ABC thanh trong tam clia tam giac A'B'C".

4.32. Hinh 4.65 c6 thé |a hinh biéu dién clia mét hinh luc giac déu hay khéng? Vi sao?

A B
’ \/\ c
E D
Hinh 4.65

4.33. V& hinh biéu dién clia hinh chép S.ABCD c6 day
ABCD a hinh thang, AB song song véi CDva AB = 2 cm,
CD=6cm.

4.34. Trong hinh bén, AB va CDla béng clia hai thanh chén
clia mét chiéc thang dudi anh mat troi.

Hay giai thich tai sao AB song song v&i CD.
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(—0 Em c6 biét?
Phép chiéu song song dugc str dung chu yeu trong céac ban vé ki thuat vi phép chiéu
nay thé hién dang i 1€ kich thudc trén vat thé. Tuy nhién, phép chiéu song song khéng
thé hién dung nhitng gi ma méat nguéi quan sat dugc, vi du nhu phép chiéu song song
khong thé hien dung luat xa gan: ddi voi cac vét thé co cung Kich thudc, vat thé & gan
phai I6n hon, vat thé & xa phai nhd hon. Vi véy trong nhiéu trwéng hop, phép chiéu
song song khéng thé hién dung d6 cao, @6 sau clia d6i tuong trong thurc té va tao ra o
giac cho ngudi xem. Bang cach khai thac nhiing o giac nay, Maurits Comelis Escher
va Roger Penrose & dua ra nhiing hinh &nh vé cac “vat thé bat kha thi" (impossible
objects) — cac vt thé khong tén tai trong thurc té. “Thac nuéc Escher” va "Cau thang
Penrose” |a hai vi du vé cac vat thé nhu vay.

Théc nudc

Cau thang Penrose

Dé khac phuc nhiing han ché clia phép chiéu song song, ngudi ta str dung phép chiéu
xuyén tam (hay phép chiéu phéi canh) ma & dé luat xa gan duoc dam bao. Phép chiéu
xuyén tam véi tam C Ién mat phang chiéu (P) (khéng di qua C) cho trong tng méi
diém M trong khéng gian véi diém M’ la giao diém clia CM va (P). Phép chiéu xuyén
tam bién duong thang thanh duwang thang.

7

-
5 =’

o)) d

R 2
Khi nhin hai durong ray xe lira ta c6 cam gidc
chting “cat nhau & xa v6 tan
Néu (Q) la mét mat phéng cat mat phang (P) theo giao tuyén d thi phép chiéu xuyén
tam bién cac duong thang song song nam trong mat phang (Q) va khéng song song
Vi d thanh cac duong théng dong quy. Khi do, diém déng quy nam trén giao tuyén v
clia (P) va mat phang qua C song song véi (Q). Giao tuyén nay con duoc goi la “duéng
théng vé tan" hay “dudng chan tréi” trong héi hoa. Tinh chét nay clia phép chiéu xuyén
tam giai thich tai sao khi vé phéi canh, cac duong thang song song trong thuc té va
L hudéng vé phia ngudi vé lai cé xu hudng cét nhau tai mét diém & “xa vé tan".
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BAI TAP CUOI CHUONG IV

K

4.35. Cho duong théng a song song véi mét phang (P). Mat phang (Q) chira dudng thang
ava cat mat phéng (P) theo giao tuyén la duong thang b. Vi tri truong déi clia hai duong
thangavabla
A. chéo nhau.

B. ct nhau.
C. song song.
D. trung nhau.

4.36. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD Ia hinh binh hanh. Goi M 14 trung diém ctia canh

SD. Budng thang SB song song V6i mat phang

A (CDM). B. (ACM). C. (ADM). D. (ACD).

4.37. Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. Méit phing (AB'D’) song song voi mat phing
A. (ABCD).

B. (BCC'B).
C. (BDA).
D. (BDC).

4.38. Cho ba mat phang (P), (Q), (R) d6i mét song song véi nhau. Budng thang a cét cac
matphang (P), (Q), (R) lan luot tai A, B, C sao cho .';% = % va duéng théng b cat cac mat
phéng (P). (Q). (R) lan luot tai A’ B', C'. Ti sé % bang
A g B. 1 C. 2 D. g

3 2 2 5

4.39. Cho hinh chép S.ABCD c6 @&y ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot Ia
trung diém clia cac canh SB, SD; K la giao diém clia mat phang (AMN) va duéng thang SC.
Tis6 K bang

sc
1 1 1 2
A5 B3 C D 3

4.40. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Goi M, M'Ian luot la trung diém clia cac canh BC, B'C'.
Hinh chiéu clia AB'DM qua phép chiéu song song trén (A'B'C'D') theo phuong chiéu
AA'la
A ABA'M'. B.ACDM. C.ADMM:. D.ABD'M'.
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B -TU LUAN

4.41. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh thang, AB // CD va AB < CD. Xac dinh
giao tuyén clia hai méat phang sau:
a)(SAD) va (SBC);
b) (SAB) va (SCD);
c) (SAC) va (SBD).

4.42. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, Plan luot Ia trung diém clia cac canh
AB, BCva AA".
a) Xac dinh giao @iém clia mat phang (MNP) véi duéng thang B'C.
b) Goi K 1a giao diém clia mé&t phang (MNP) véi dudng thang B'C. Tinh fi s6 -';(%-

4.43. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD I hinh binh hanh. Trén canh SCva canh AB lan
luot lay diém Mva N sao cho CM = 2SM va BN = 2AN.
a) Xac dinh giao diém K clia mat phéng (ABM) véi duéng thang SD. Tinh i sé %
b) Chirng minh rdng MN // (SAD).

4.44. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi G, K 1an lugt 1a trong tam
clia cac tam giac SAD, SCD.
a) Chirng minh rang GK // (ABCD).
b) M&t phéng chira duong thdng GK va song song véi mat phing (ABCD) cét cac

canh SA, SB, SC, SDIan Iuot tai M, N, E, F. Ching minh réng t giac MNEF Ia hinh
binh hanh.

4.45. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D". Goi M, N lan Iugtla trung diém clia canh AD, A'B".
Chting minh rang:

a)BD//B'D' (A'BD)// (CB'DY) va MN // (BDD'B);

b) Budng thang AC' di qua trong tam G clia tam giac A'BD.
4.46. Cho tur dién ABCD. Trén canh AB lay diém M sao cho BM = 3AM. Méat phéng (P) di qua

M song song v&i hai dwong thang AD va BC.

a) Xac dinh giao @iém K clia mat phang (P) v&i duéng thang CD.

i g KB
b) Tinh ti séa.
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CHUONG V

GIGI HAN.
HAM sO LIEN TUC

Chuong nay trinh bay khai niém gi6i han clia day sé, cla
ham s6 va mét 6 dinh Ii, quy téc tim gisi han. Chung 1a co
s0 cho viéc nghién clru cac néi dung khac clia Giai tich va
cho phép giai quyét nhiéu bai toan clia khoa hoc va thuc
tién. Khai niém ham sb lién tuc va mét vai tinh chéat don
gian clia chuing duoc trinh bay & phén cudi chuong.

G161 HAN CUA DAY.

| KIEN THU'C, Ki NANG

« Nhan biét khai niém giéi han cua day s6.
+ Giai thich mét s6 gioi han co'ban.

« Vin dung cac phép toan giéi han dé tim gioi han ctia mét sb day
sb don gian.

+ Tinh téng ctia mét cép sé nhan Iti v han va van dung dugc Kkét
qua do dé giai quyét mét sb tinh hudng thuc tién gia dinh hoac
lién quan dén thyec tién,

THUAT NGO

* Gioi han cua day s6

+ Cac phép toan gidi han

« Cép sé nhan Ui v6 han

« Téng ctia cap sé nhan
[Ui v& han

Nghich |i Zeno. Achilles (A-sin, mét nhan vat trong than thoai Hy Lap, duoc mé ta la c6
thé chay nhanh nhu gi6) dudi theo mét con rua trén mét duong théng. Vi tri xuét phat clia
Achilles 1a A,, cach vj tri xuét phat R, clia rua mét quéng duong co chiéu dai la a (H.5.1).
Zeno li luan rAng maéc du chay nhanh hon nhung Achilles khéng bao gio duéi kip rua.

A, A, A, A e
[ @ —0—0 00—
R, R, R Bk
Hinh 5.1

Thatvay, truéc tién Achilles phai dén duoc vi tri A,= R, vatrong khoang thoi gian nay, ria da
di chuyén @én vj tri R,. Sau @0, Achilles phai dén duocyi tri A,= R, luc nay rua da di chuyén
dénvitriR,,... Clr nhir vay, Achilles khéng bao gio' dudi kip ria.

Zeno (490 - 429 truéc Cong nguyén) la mét triét gia Hy Lap, dén tu thanh phé Elea (mién
nam nuéc Y ngay nay). Trong s6 cac nghich li clia Zeno, nghich li Achilles duéi rua duoc coi
la d4 thuc day su hinh thanh khai niém giéi han, mét cong cu thiét yéu clia toan hoc, duoc
s dung @& nghién ctru cac qua trinh lién quan dén su v6 han.
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1. 6101 HAN HI'U HAN CUADAY SO
) uo1. Nhan biét day sé c6 gioi hanla 0
=’

Cho day S8 (u, ) V61 u, =<——.

a) Biéu dién nam s hang dau clia day sb nay trén truc sé.
b) Bét dau tir s6 hang nao clia day, khoang cach tir 4, d@én 0 nhé hon 0,01?

Ta noi day s6 (u,) cb gidi han la 0 khi n dén t6i duong v6 cuc, néu |u,| co thé nhé hon

mét sé duong bé tuy ¥, ké tir mét sé hang néo d6 tra di, ki hiéu lim u, =0 hay u, —0
Povioo

khi n — +0.

D Vidu 1. Xét déy sb u, = "iz Giai thich vi sao déy sé nay c6 gi6i han Ia 0.
Giai
Day s6 nay co gioi han 1a 0, béi vi |u,| = FL- ¢6 thé nhé hon mét sé duong bé tuy y khi n al 6n.
Chéng han, @& |u,|< 0,0001 tirc |2 ;—2< 10, ta can n® =10 000 hay n > 100. Nhu vay, cac
s6 hang cuia day ké tir s6 hang thtr 101 Géu co gia frj tuyét @i nhé hon 0,0001.
Chii y. Tt dinh nghla day sb c6 gi6i han 0, ta c6 cac két qua sau:
- Jim nl“ =0 V6i kla mét sé nguyén duong;
. nan.m q" =0néug < 1;

+ Néulu,|<v,véimoi n=1va lim v, =0thi lim u, =0.
e nsie

. _1 n-1
J Luyén tip 1. Chirng minh rang lim ( 31 =0.
P

3 102 Nhan biét day sbco gi¢i han hitu han

" n+(-1)
Cho day sb (u, ) véi U, e

Tinh lim v,

. Xét day sb (v, ) xac dinh béi v, =u, - 1.

Tanoi day s6 (u,,) co gi6i han la s6 thuc akhi ndan téi duong vé cuc néu Jim (u, —a)=0,

kihiéu lim u, =a hay u, - akhi n — +x.
nrte

05
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2041 Chang minh réng lim u, = 2.
n e lim (u, -a)=0.

lim 4, = a khi va chi khi
Aeidl

D Vi du2. Xét day s6 (u,, ) voi u, =
Giai

+1_2=(2n+1)—2n
n

Tac(‘:u,,—zz2 =1—>0khin—->+co.
n
Dovay lim u,=2.
Ny

Chiy. Néu u, = c(clahang sé) thi lim u, =c.
Pt

3 Luyén t3p 2. Cho déy 6 (u, ) v6i u, = -2 =1

3 Vin dung 1. M6t qua bong cao su duoc tha tir d6 cao 5 m xuéng mét mat san. Sau méi lan
cham san, qua béng nay lén d6 cao bang % d6 cao trudc d6. Gia sr rang qua béng luén

. Chirg minh réng lim u, =3.
P!

chuyén déng vuéng goc voi méat san va qua trinh nay tiép dién vé han lan. Gia st u, la
a6 cao (tinh bang mét) clia qua bong sau 1an nay Ién thir n. Chirng minh réng day sé (u,) c6
gidi han la 0.
2.DINH Li VE GIG1 HAN HO'U HAN CUA DAY SO
) woz. Hinh thanh quy tic tinh gi&i han
Cho hai day s6 (u,) va (v, ) véi u, =2+%, v, 28 -%4
Tinhvasosanh: lim (u, +v,)va lim u, + lim v,.
Pl T 1

Téng quat, ta cé cac quy tac tinh giéi han sau day:

a) Néu lim u, =ava lim v, =bthi
st n-stn

lim (u, +v,)=a+b; lim (u,-v,)=a-b;
i e

lim (u, -v,)=a-b; im 22~ 2 (néu b= 0).
nrin n>xV, b

b) Néu u, >0 v6imoi nva lim u,=a thi
P
a=0 va nliﬂ,/Z:JS.

Dé tinh gioi han cua day s6 dang phan thurc,

¥ " n?+n+1 : (iublmstnl Sandl ;
PVidus. Tim lim ————o. ta chia ca tir thire va mau thire cho g thira
nen 20° -1 cao nhat cua n, roi ap dung cac quy tac tinh
Giai giéi han.

Ap dung cac quy téc tinh giéi han, ta duoc

2 1+l+l lim (1+1+i2)
nentt o T g el 0 n

1
lim = =—,
e 2 _ —>x 1
naso 2% —-1  n> 2_n_2 jim [2_% 2
n

nerx
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V2n? 1

n+1

P Luyéntip3. Tim lim
n>x

3.TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

) o4 Lam quen véi viéc tinh téng vé6 han

Cho hinh vuéng canh 1 (donﬂvi @ dai). Chia hinh vuéng dé

thanh bén hinh vuéng nhé béng nhau, sau d6 t6 mau hinh
vuéng nho goc dudi bén trai (H.5.2). Lép lai cac thao tac nay
voi hinh vuéng nhé goc trén bén phai. Gia st qué trinh trén

tiép dién v6 han 1&n. Goi uy, Uy,..., U,.... 14N lugt [& d6 dai
canh clia cac hinh vuéng dugc té mau.

a)Tinhtdng S, = u; + Uy +...+ U,.

b) Tim S= lim S,. Hinh 5.2
e

Cép sb nhan vé han (u,) ¢ cong boi g véi |g| < 1 duoc goi la cap s6 nhan Ii vé han.
Cho cép s6 nhan Iti v6 han (u,, ) v6i cong boi q. Khi d6

—an
S, =Uy+Uy +...+U, :#:).

Vi|gl < 1nén g" — 0 khi n — +». Do d6, ta co
1
fimS; = lim L(U_Wq I
Nk nto|1-q \1-q) 1-q

Gi6i han nay duoc goi la téng cla cap s nhan IUi vé han (u, ), va ki hiéu la
S=uy+Uy+...+U, +...
Nhu vay

n-1
Pvidua. Tinhtdng S=1—~+ 1o (1) 4
g 2%

8 2
Giai
Day la téng clia cAp s6 nhan Iui vé han voi v, =1va q = ~%.
Do do
u 1 2
S Yo, ik
3
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1 Vidu 5. Biéu dién s6 thap phan v6 han tuan hoan 2,222.... duéi dang phan sb.
Giai
Tacd2222..=2+02+0,02+0002+..=2+210"+2:10%+2:10%+ ...
Day la tong ciia cap s6 nhan Iui vé han voi u, =2, g =10""nén

uy 2 2

2222..=

1-¢ -1 9
10
s 3 2. 72 2
D Luyén tip 4. Tinh téng S =2+7+:1_§+”'+7"—"'—+
) vin dung 2. (Giai thich nghich li Zeno)
Dé don gian, ta gia sir Achilles chay v6i van téc 100 km/h, van téc cla rua la 1 km/h va
khoang céach ban dau a = 100 (km).
a) Tinh thoi gian t,, t,..... t,.... rong (g @& Achilles di tir A, dén A,, tir A, dén A,,... tr A,
dénA,,...
b) Tinh téng thoi gian can thiét dé Achilles chay hét cac quang duong A A, AA,. ... AA ...
.., trc 1 thoi gian cén thiét @& Achilles dudi kip rua.
c) Sai lam trong 1ap Iuan clia Zeno la & dau?

4.GIG1HAN V6 cuc cUA DAY SO
) wos. Nhan biét gioi han v cuc
M6t loai vi khudn duoc nudi cdy véi sé luong ban dau 1a 50. Sau méi chu ki 4 gio, sé lugng
clia chiing sé tang gép doi.
a) Dy doan cong thire tinh s6 vi khuan v, sau chu ki thir .
b) Sau bao lau, sé luong vi khuan s& vuot con sé 10 000?

« Day s6(u, ) duoc goila co giéi han += khi n -+ néu u, c6 thé I6n hon mét sé duong
bétki, ké tir mét sé hang nao dé tré di, ki hiéu lim u, =+ hay u, -+ khin — +ox.
« Day sb (u,) duoc goi la co gidi han —» khi n—+0 néu lim (-u,)=+mx, ki hiéu
partt

lim u, =- hay u, - khi n — +o.
n-sim

Theo dinh nghta trén, ta co:
+ lim n* =+, v6i kla s6 nguyén duong;

o lim q@" =+x, voi g > 1.
P

Ao
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Lién quan d@én giéi han vé cuc clia day sb, ta c6 mét s6 quy tac sau day:

+ Néu lim u,=ava lim v, =+ (hodc lim v, =) thi lim by o,

+ Néu lim u, =a>0, lim v, =0vav, >0véimoin thi lim §i=m
et el R

+ Néu lim u, =+» va lim v, =a>0thi lim u,v, = +=.

P Vidu 6. Tinh lim (n* -2n).
futld
Giai
Ta co n’—2n:n2(1~%]. Honntra lim n? = 40 va lim [14%]:1,

Do do, lim (n* -2n) =+,

3 tuyén tips. Tinh lim (n -vn).

BAITAP
5.1. Tim céc gidi han sau:
2
a) lim 2041, b) lim (Vn2+2n -n).
novn 202 +1 N>+t

5.2. Cho hai day sé khéng am (u,, ) va (v,) véi lim u, =2 va lim v, =3.
e [
Tim cac gidi han sau:
* 3

: uj
a) lim o im Ju_ +2v_.
)/H., v, -Uu, b)nh[r‘\/ u, +2v,.

5.3. Tim gi6i han clia cac day sé cho béi:

2
a)u, =2 1. b)v, =v2n? +1-n.
2n-1
5.4. Viét cac sb thap phan v6 han tudn hoan sau day duéi dang phan sé:
a)1(12)=1121212..; b) 3,(102) =3,102102102...

5.5. M6t bénh nhan hang ngay phai uéng mét vién thuée 150 mg. Sau ngay dau, truée méi
1&n udng, ham Iuong thude cli trong co thé van con 5%. Tinh lueng thude cé trong co
thé sau khi uéng vién thuéc clia ngay thir 5. Uéc tinh luong thudc trong co thé néu bénh
nhan st dung thuéc trong mét thoi gian dai.

5.6. Cho tam giac vuéng ABC vuéng tai A, c6 AB = h
va goc B bang o (H.5.3). T Aké AA, L BC, tir A, ké
AA, L AC, sau d6 lai k& A A, L BC. Tiép tuc qua
trinh trén, ta duoc duong gép khucvo han AA A A, ...
Tinh d6 dai duéng gap khtc nay theo h va .

2 T
Hinh 5.3

09
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e Em c6 biét?
Day sé Fibonacci va ti 18 vang

Ta da biét day Fibonacci cho béi hé thirc
truy hoi: 2

Uy =Up =1 Uy =Up 4 +Uy | 1|1
véin=>2.

Chia hai vé cho u, , va dat v, = U 5 [ 15]
Up 4 | |
ta c6 céng thirc !

=1+

Vo

Day (v,,) c6 gi6i han la mét s6 duong r thod man phuong trinh r = 1+;. hay tuong
1+-J§

duong r? - r-1=0. Giai phuong trinh nay ta duoc r &
Day chinh Ia t/ 1é vang (golden ratio) duoc sir dung trong kién tric, héi hoa, ton gido, ...

Day Fibonacci va ti 1 vang ciing xuét hién nhiéu trong thé giéi tu nhién.
Day s6 logistic
Trongsinhthai hoc, nguditastr dungday (p, ) chobdicongthirctruyhdi p, ., = kp, (1- p,)
@é m6 phong hé sinh thai ciia mét loai (dong vat hodc thuc vat), trong d6 p, 1a ti 1€ gitra
s6 luong ca thé theo thoi gian va strc chira cia méi trudng, k la hé sé phu thude dac
diém clia loai va diéu kién moi trueng. Day sé nay duroc goi 1a day logistic, do nha sinh
hoc Robert May dura ra nam 1976. Tuy thudc hé s6 kva gia tri ban dau p,, ta c6 thé du
doan su thay déi clia hé trong twong lai. Dac biét, trong truéeng hop day (p,) co gidi
han la mét sé duong, ta néi hé sinh thai cua loai la én dinh.

(Theo Stewart, Calculus, Nha xuét bin Cengage Learning)
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THUAT NoUr KIEN THU'C, Ki NANG
+ Gi6i han ctia ham sb + Nhan biét khai niém gioi han hiru han ctia ham sé tai mét diém
* Gi¢i han mét phia j Vativécyc.
. Gidihantaivocyc | * Nhan biét khai niém gii han mét phia.
« Giéi han vé cuc { + Nhan biét khai niém gisi han vé cuc.
g « Tinh mét s6 dang gioi han cua ham sé.
i

Trong Thuyét twong d6i clia Einstein, khéi luong cla vat
chuyén déng véi van téc v cho béi céng thirc

m,
m= D

trong d6 m, la khéi lugng clia vét khi né dirng yén, c la van
téc anh sang. Chuyén gi xay ra véi khéi luong clia vat khi
van téc clia vat gan véi van téc anh sang?

Albert Einstein (1879 — 1955)

1. G101 HAN HO'U HAN CUA HAM S8 TAI MOT BIEM

) 101 Nhan biét khai niém gioi han tai mét diém

2
Cho ham s6 f (x) = 22X
=

a) Tim tap xac dinh clia ham sb f(x).
b) Cho day sb x, =%. Rut gon f(x, ) va tinh gi6i han clia day (u, ) v6i u, =f(x,).

¢) V6i day sb (x,, ) bét ki sao cho x,, = 2 va x, - 2, tinh f(x,) va tim lim £(x,).

Gia sl (a b)la mot khoang chira diém x, va ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (a; b),

c6 thé trir diém x . Ta ndi ham s6 f(x) c6 gidi han la s6 L khi x dan t6i x, néu véi déy

s6 (x,) bat ki, x, €(a; b),X, # X, va x, — x,, ta ¢ f(x,) L, ki hiéu lim f(x)=L hay
x50

f(x)— L khi x — Xg.

x-1
2

/9 Vidy 1. Cho ham s6 f(x) = o

, 3 . 1
Chung t6 rang Llfr’\'f(x) =5
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Giai

Ly day s (x, ) bAt ki sao cho x, =1va x, 1. Taco f(x,) = 22—t -1
x5 -1 x,+1

1 . 1 1 i 1
Do @6 ,,'lf'.‘,,’("")‘ "lirt\lﬁ-i. Vay !{lrﬂf(x)-i.

Tuong tu d6i voi déy sé, ta co cac quy tac tinh giéi han clia ham sé tai mét diém nhu sau:

a) Néu lim f(x)=Lva lim g(x)=Mthi » im ¢ =c VG cla héng s6.
P x>0
; . e
’(IT;lb[f(x)+g(x):|=L+M_ JnxE=xvelinen,

Jiﬂq[f(x)—gix)]:L«M:
Xli‘[n [f(x)-g(x)]=L-M;

G(x) L

lim M.néuM:04

x»xog(x
b) Néu f(x)=0 v&i moi x (a; b)\ {x,} va I|m f(x)=L

thiL=0va lim J7(x)= JL

» Vidu 2. Cho f(x)= x-1va g (x)=x>. Tinh cac giai han sau:
a) m[37(x) -9 (x)]: b) nﬂ[f;("x’%
Giai

Taco lim  (x) = lim (x ~1) = lim x — lim 1= 1-1=0. Mat khc, tathéy limg(x)=lim x* 1.
x bt 1 xo x> bt

a)Taco
‘l(irn[3f(x)—g(x)] :Li_rfl‘[Bf(x)]—)l(iT‘g(x):LiT‘3-)I(ip:|‘f(x)‘LiT19(x):3v0—1: -1.
b) Ta co
" 2 " "
o 0Of el prsrs) o
=1 g(x)  limg(x) lim g(x) 1
3 Vidu3. Tinh |i;q]—.“"*)(5":".

Giai

Do méu thrc cé gi6i han la 0 khi x — 0 nén ta khéng thé ap dung ngay quy tac tinh gi6i han
ctia thuong hai ham

xi9) 32
Chuyrang YX+9-3 ( x+9) -3 3 1
X



https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647

1 3 ‘!‘ 1 g Tailieu_com

Jx+9-3 1 1

Do d6 lim — = lim ———= =
0 X x0Jx+9+3 lim Jx+9+3]
x>

L X
L 1. Tinh | .
D tuyén tip M

i)
5

) 102 Nhan biét khai niém gioi han mot bén
Cho ham s6 f(x) :MA
o

a) Cho x, =#vé x;,:”T*',Tinh Vo =F(x,) vay, =F(x}).

b) Tim gi6i han clia cac day sé (y,,) va (¥;).

c) Cho cac day s (x, ) va (x; ) batki sao cho x, <1< x;, va x, -1, x, =1 tinh lim f(x,)
va lim f(x',). e

+ Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (Xy; b). Ta n6i s6 L Ia gi6i han bén phai
clia fix) khi X — X, néu v6i day sb (x, ) batki thod mén x, < x, < b va x,, — X, ta cé
f(X,)— L, ki higu lim f(x)=L.

x-vxg

+ Cho ham sb y =f(x) xac dinh trén khoang (a;x, ). Ta néi s6 L la gi6i han bén tréi
clia f(x) khi x — X, néu voi déy sé (x, ) bét ki thod mén a < x, < x, va x, — X,, ta co
f(x,)— L, Ki hiéu lim f(x)=L.

X%

=1 1
) Vidua. Choham sb f(x)={% ~Meu0<x<1
X+1néut<x<2.
Tinh lim f(x)va lim f(x).
x-1 x1
Giai
V6i day s6 (x, ) batkisao cho0< x, <1vax, —»1tacodf(x,)=x2
Do @6 lim f(x)= lim f(x,)=1
X1 N+ o
lim f(x) = L khi va chi kh
Tuong tu, v6i déy s6 (x,) batkima 1< x, < 2, x, -1, m £() Borstill,
taco f(x,)=X, +1 chonén lim f(x)= lim f(x,)=2. b= i) oL
x>t N+
-x néux<0
Jx néu x=0.

Tinh lim f(x), lim f(x)va lim f(x).
x-»0" x50 x-0

1 Luyén tip 2. Cho ham s6 f(x) =
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2. G101 HAN HI'U HAN CUA HAM SO TAI VO cuc
) w0z Nhén biét khéi niém giéi han tai vé cyc
Cho ham 6 f(x) = 1+% ¢6 b thi nhu Hinh 5.4.

b
4

Hinh 54

Gid sir (x, ) la déy sé sao cho x, > 1, x,, — +=. Tinh f(x, ) va tim lim f(x,).
Aebir

+ Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a; +=). Ta n6i ham s6 f(x) c6 gi6i han

1a s6 L khi X — +x néu voi day sb (x,) batki, x, >a va x, —»+x, tacd f(x,) L,
ki hiéu lim f(x)=L hay f(x)—> L khi X — +e.

Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (-; b). Ta néi ham sb f(x) c6 gidi han la
s6 L khi X — — néu voi day s6 (x, ) batki, x, < b va x, — —»,taco f(x,) — L, Ki hiéu
lim f(x)=L hay f(x)—> L khi x — .

» vidus. Cho f(x):2+L1A Str dung dinh nghfa, tim lim f(x)va lim f(x).
X- X X>-m
Giai

Léy day (x,) batki sa0 cho x, > 1Va x, —» 10, 18 CO f(x,) =2 + —

.Dodé lim f(x,)=2.
X, -1 N>t (xa)

Vay ,"T,f(x) =2. Tuong tw, ta cling cé lli{n, f(x)=2.

Cac quy téc tinh giéi han htu han tai mét diém cling ding cho giéi han htru han tai
V6 cuc.
Vi cla hdng s, ta co: lim c=c, lim c=c.

Xore praas

V6i k1a mét sé nguyén duong, ta co: lim —=0, lim — - 0.
Sty
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Jx2+1
ra

P vidué6. Tinh lim
o

Giai
Ji& P
Taco im X *1_ i [_ 3 ;1}2_ fim fuiz
xom X Ko F i
% 1 ? 1
f—JJ}Tl(L7]7—J1+Kllrl11x—27—1,
2
D tuyén tp3. Tinh iim Y *2,
x>+ X+1 1%
B
1) Vin dung. Cho tam giac vuéng OABVGi A =(a; 0)va B = (0; 1) 1
H

nhu Hinh 5.5. Budng cao OH co d6 daila h.

a) Tinh h theo a.
b) Khi diém A dich chuyén vé O, diém H thay ddi thé nao?

Tai sao? o = i
c) Khi A dich chuyén ravé cuctheo chiéu duong clia truc Ox, Hinh 5.5

diém H thay déi thé nao? Tai sao?

y
3.6101 HAN VO cu'c CUAHAM SO TAIMOT DIEM
8) Gidi han vé cuc
) woa. Nhan biét khai niém gioi han vé cuc
ol X

Xétham sb f (x) =— 6 @b thi nhu Hinh 5.6.
X
Hinh 5.6

Cho x,, = % ching té rang f(x, ) — +o.

Gia str khoang (a; b) chira x, va ham s6 y = f(x) xac dinh trén (a; b)\{X,}. Ta néi ham

sb f(x) co gi6i han += khi X — X, néu véi day sé (x, ) batki, x, < (a b)\{x,}. X, = Xq.

taco f(x,) >+, Kihiéu xlj[r:ﬂf(x):m.

Tanoi ham s6 f ( x) co gi6i han — khi x — Xo, ki hiéu ,",Taf(x) =0, néu xliﬂa [ (x)]=+=

g A
Vidu?. Tinh lim —.
ety T I

Giai
Xét ham sé f(x)=[x1_1. Léy day s6 (x, ) bét ki sao cho x, #1, x, —1. Khi d6, |x, -1 —0.

1 o A
Do d6 f(x,)= m -+, Vay ,|<"t‘|m = 40,

a5
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1

) uos. Cho ham sbé f(x):%. Vi cac day s6 (x,) va (x') cho bdi x, iy, Xp=1-,
b 2 n

tinh lim f(x,)va lim f(x',).
[l s iee

+ Choham sb y = f(x) xac dinh trén khoang (X, b). Ta n6i ham s6 f(x) c6 gi6i han +o khi
X — X, V& bén phai néu voi déy s6 (x ) bét ki thoa man x, < x_ < b, x, — x,, ta co
f(x,) = +o, ki hiéu Ilm f(x)

Choham sé y = f(x) xéc dinh trén khoang (a; X;). Ta n6i ham s6 f(x) c6 gi6i han +e=
khi x — x, V& bén trai néu véi day sé (x,) bat ki thoa mén a < x, < x,, X, — X, ta co
f(x,) = +o, ki hiéu lim f(x)=+w.
XX
Cac gioi han mot bén fim f(x)=-wva lim f(x)=—o dugc dinh nghfa tuong tu.
X-X5 XXy

) Vi du 8. Giai bai toan & tinh huéng maé dau.
Giai
Tur c6ng thire khéi luong

ta thdy m la mot ham s6 clia v, v6i tap xac dinh la nira khoang [0;c). RG rang khi v tién

gan t6i van téc anh sang, ticla v — ¢, tacd 1~——>0 Do @6 lim m(v) =+, nghfa la

Ve

khéi lugng m clia vat tré nén vé cing 16m khi van toc clia vat gan véi van téc anh sang.
) Luyén tip 4. Tinh cac gidi han sau:
2 X
a) lim—; b) lim

1
0| x|’ 2 J2-x

Chui y. Céc gi6i han lim f(x) =+, lim f(x)=+wx, lim f(x)=- Va lim f(x)=— duoc
Partin x> Farlt P

dinh nghfa trong tw nhu giéi han clia ham s6 f (x) tai vé cuc. Chang han: Ta néi ham sé
y = f(x), xac dinh trén khoang (a; +), c6 gi6i han |& -« khi x — +e néu voi day s6 (x,) bat ki,
X,> avax,— +», ta co f(x,) — -, ki hiéu lim f(x)=-= hay f(x) —» = khi X — +=.

Mét sb gioi han dac biét:
* lim x* =+ VOi knguyén duong;

X—p0

+ lim x* =+ v0i kla sé chdn;
s

« lim x* =0 voiklasé1é.
Kol

16
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b) Mét s6 quy téc tinh gidi han vé cuc

Chu y cac quy tac tinh giéi han hitu han khéng con dung cho gidi han vé cyc.

Ta c6 mét s6 quy téc tinh gi6i han cla tich va thuong hai ham sé khi mét trong hai ham sé
d6 c6 gidi han vé cuc.

* Quy tdc tim gidi han cda tich f(x)g (x)

Gid sl lim f(x) =L #0Va im g(x) =+ (hodc ). Kni 4o lim f(x)g(x) duoc tinh theo

quy tac cho trong bang sau:
lim £(x) Ilm g(x) lim f(x)g(x)
XXy X-rX0 X%
+o0 +
L>0 = —
+0 =40,
L<0 = =
Quy téc tim gi6i han cua thwong =L f(x)
g(x)
" . - f(x)
lim f(x lim g(x N golk 29
om (x) ong( ) Déu cla g(x) J!T@ a(x)
L +oo Tuyy 0
L>0 0 . =
= —o
L<0 0 . —
- +D

Cac quy tac trén van dung cho cac truéng hop x — Xg. X Xg.
» Vidu 9. Tinh I|m X—1
Giai

Ngoai ra, mau sb nhan gia tri duwong véi moi x =0 va Iirrl] x?=0. Do vay Iirr:)x—;1 =+,
x x50 X

) Vi du 10. Tinh hm

< 1
va lim ——.
(1 X) ot X(1-X)
Giai
viet—' -1 1 tace lim =150 Honnaa nmL ~do1-x <0 khi x >1.
x(1-x) x 1-x’ X1 X x-1" 1= X

Ap dung quy tac tim gi6i han cua tich, ta duoc lim L
x1 X(1-X)

Li luén tuong tu, ta co Inm -ﬁ +0,

Ta sir dung quy téc tim giéi han clia thuong. R& rang, giéi han cla tir sé Iirr:)(x+1) =1.
poa
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2. . 2x -1 . 2x-1
L 5. Tinh lim ——va lim ——.
- =
BAITAP
2 _ a
5.7. Cho hai ham s f(x) = ); 11 va g(x)=x+1. Khang dinh nao sau day la dung?
a)f(x)=g(x): b) Iim1f(x): Iim‘g(xi.
5.8. Tinh céc gidi han sau:
2 . 2 2
a) m &3+ -4, b) lim XX +9-3
x>0 X x>0 X
0néut<0

5.9. Cho ham sb H(t) :{ (ham Heaviside, thuong dugc dung @& mo ta viéc

1néut=0
chuyén trang théi tat/mé cla dong dién tai thoi diém t= 0).
Tinh lim H(t) va lim H(t).
10" t0
5.10. Tinh cac giéi han mét bén:
o 2 - +
a) lim X=2; b)) =2 16
x> X =1 x4 4-X
X -5x+6
Ix-2

Tim lim g(x)va lim g(x).
x—2" x2

5.11. Cho ham s6 g(x) =

5.12. Tinh cac gi¢i han sau:

S 1-2x | !
a) lim e b) X|vT1(Jx2+x+2~x'.

5.13. Cho ham s f(X):m'

Tim lim f(x)va lim f(x).
x-2" X2

118
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HAM sO LIEN TUC

K

THUAT NoUr i KIEN THU'C, Ki NANG
+ Ham sé lién tyc tai l « Nhan dang ham sé lién tuc tai mét diém, hodc trén mét khoang,

mét diém trén mét doan.
« Ham sé gian doan I + Nhan dang tinh lién tuc cua téng, hiéu, tich, thuong cta hai ham
« Ham sé lién tuc trén s6 lién '\fc- X i

mét khoang + Nhan biét tinh lién tuc cia mét s6 ham so cap co ban trén tap
« Ham sé lién tuc trén xac dinh cla chung.

doan

M6t ngudi lai xe tir dia diém A dén dia diém
B trong thoi gian 3 gio. Biét quang duong tr
A dén B dai 180 km. Churng t6 rdng co it nhéat
mét thoi diém trén hanh trinh, xe chay véi van
téc 60 km/.

udng duong —

1.HAM SO LIEN TUC TAIMOT DIEM

3 w01 Nhan biét tinh lién tuc cua ham sé tai mét diém
e
Cho ham s 7(x)=1 %1
2 néux =1.
Tinh giéi han Iim'f(x) va so sanh gia tri nay vai f(1).
bt

s
néux#1

Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (a; b) chira diém x,. Ham s6 f(x) duoc goi la
lién tuc tai diém x; néu lim f(x)=f(x)).
X-»Xo

Ham s6 f(x) khéng lién tuc tai x, duoc goi la gian doan tai diém do.
79 Vi du 1. Xét tinh lién tuc cla ham s6 f(x) =:—+‘1| tai diém x, = 2.
Giai -

R& rang ham s f(x) xéc dinh trén [\ {1}, do d6 x, = 2 thudc tap xac dinh clia ham s6.

Taco lmf(x)= pn;i—j: 3=1(2). Vay ham sb £ (x) lién tuc tai X, = 2.
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1 néux>0
» Vi du 2. Xét tinh lién tuc clia ham déu s(x)=10 néu x =0 tai diém x, =0.
-1 néux<0
Giai Ham s £( x) lién tuc tai x, khi
Tathéy lim s(x)=1, lim s(x)=-1. Do d6 khong tén tai va chi khi
X0 20 lim f(x)= lim f(x)="f(x,).
gidi han Iirnos(x). X xoxp
X
Vay ham sé nay gian doan tai 0.
-x néu x <0
D Luyén tip 1. Xét tinh lién tuc clia ham 6 f(x)=10 néu x =0
tai @iém x, = 0. x? néu x>0

2.HAM SO LIEN TUC TREN MOTKHOANG
‘2xnéu05xsl xnéuogxsl
2va g(x)= 2

) 1p2. Cho hai ham s6 f(x ) = . g
1 né’u5<xs1 1ne’u5<x51

véi @6 thj twong trng nhu Hinh 5.7

|

i V V
' ' '
' ' '
i ' '
1 ' ' 1 H
7 f K 2l 1410 !
' ' ' '
i ' i '
' ' ' '
' ' ' '
o . 3 1 k OI i 1 0x
2 z
Ham s6y= f(x) Ham séy=g(x)
Hinh 5.7

Xeét tinh lién tuc clia cac ham s6 f(x) va g(x) tai @iém x = 1 va nhan xét vé s khac nhau
gitra hai @6 thi. 2

Ham s6 y = f(x) Gugc goi la lign tuc trén khoang (a; b) néu né lién tuc tai moi diém thude

khoang nay.

Ham s6 y = f(x) duoc goi la lién tuc trén doan [a; b] néu né lién tuc trén khoang (a; b) va
lim f(x)=f(a), lim f(x)=f(b).

x—a’ xb

Céc khai niém ham s lién tuc trén nira khoang nhur (a; b], [a; +).... duoc dinh nghta theo
céch tong tu. Co thé thay @ thj clia ham s6 lién tuc trén mét khoang la mét duong lién
trén khoang d6.

1200
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x-1néuxe(0;1)

3 Vi du 3. Xét tinh lién tuc clia ham sé f(x)=
0 néux=1

Giai

trén nira khoang (0; 1].
Ta c6 f(x)=x—1V6i xe(0;1). V6i x, e (0; 1) bat ki, ta co lim (x—1)=x,~1=F(x)).
X%
Vay ham sé f(x) lién tuc trén khoang (0;1).
Hon n@a, lim f(x)=0=f(1) nén f(x) lién tuc trén nira khoang (0; 1].
xo1

V& tinh lién tuc clia cac ham sé so cép co ban @a biét, ta co

« Ham sb da thuc va cac ham sb y = sinx, y = cosx lién tuc trén R.

« Cacham sé y = tanx, y = cotx, y =/x va ham phan thirc htru ti (thuong clia hai da
thirc) lién tuc trén tap xac dinh cta ching.

) Vidu 4. Cho ham s f(x) :—:%:. Tim céc khoang trén d6 ham s6 f (x) lién tuc.
Giai
Tap xac dinh clia ham s6 f (x) 1a (~=; 1) U (1; +=). Vay ham s £ (x) lién tuc trén cac khoang
(=) 1) va (1; +).
4
X 1 jien tuc.
X

1 Luyén tdp 2. Tim cac khoang trén d6 ham sé f ( K= >
+

3.MOT SO TiNH CHAT CO BAN
) 103, Cho hai ham s6 f(x) = x* va g(x) = -x +1.
a) Xét tinh lién tuc cla hai ham s6 trén tai x = 1.
b) Tinh L =lim([f(x) + g(x)] va so sanh L voi 7 (1) +g(1).
Ta c6 khang dinh sau day vé téng, hiéu, tich va thuong clia hai ham sé lién tuc.

Gia sir hai ham sé y = f(x) va y = g(x) lién tyc tai diém x,. Khi d6:
a) Cacham sé y=f(x)+g(x). y =f(x)-g(x)vay =f(x)g(x)lién tuc tai x,:

_f(x) . .
b) Ham sé y-m lién tuc tai x, néu g(x,)# 0.

sinx

x-1

3 Vi du 5. Xét tinh lién tuc clia ham s6 f(x) =
Giai
Ham sé xac dinh trén cac khoang (—wx; 1) va (1 +=). Trén cac khoang nay, ttr thirc (ham
lrong giac) va méu thire (ham da thirc) la cac ham sé lién tuc. Do @6, ham s6 f (x) lién tuc
trén B\ {1).

Az
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Nhan xét. Néu ham sé y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va f(a)f(b) < 0 thi ton tai it nhét mét
diém c e(a; b) sao cho f(c)=0.

Két qua nay duoc minh hoa bang @6 thi
nhu Hinh 5.8

) Vi du 6. Chirng minh réng phuong trinh x° +x* —10 = 0 ¢6 it nhat mét nghiém.
Giai
Xeétham 6 f(x) = x° + x* ~10. Ta co £(0) = -10 < 0, (2) = 30 > 0 va vi f (x) la ham da thirc
nén né lién tuc trén [0; 2]. Khi d6, phurong trinh £ (x) = 0 c6 it nhat mét nghiém trong khoang
(0:2).

1) Vén dung. Giai bai toén & tinh huéng mé dAu.

BAITAP

5.14.Cho f(x) va g (x) 1a cacham s lién tuc tai x - 1. Biét (1) =2 va lim| 2f(x) - g(x)] =3.
Tinh g (1).
5.15. Xét tinh lién tuc clia cac ham s6 sau trén tap xéc dinh clia ching:

1+ % néux <1
l4—x néu x>1.

e ¢
x*+5x+6
5.16. Tim gia tri cUa tham sé m dé ham sé

a)f(x)= b) f(x)

sinx néu x>0
f(x)= s
-x+mnéu x<0
lién tuc trén R.

5.17. Mét bang gia cudéc taxi duwgc cho nhu sau:

Gia m¢ clra Gia cudc cac km tiép theo .

Gia cudc tir km thir 31
(0,5 km dau) dén 30 km
10 000 déng 13 500 déng 11,000 déng

a) Viét cong thirc ham sé mé ta sé tién khach phai tra theo quang duéng di chuyén.
b) Xét tinh lién tuc clia ham sb & cau a.
22>
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A-TRACNGHIEM

5.18. Cho day s6 (u,) V6i u, =Jn? +1-+/n . Ménh @é ding Ia

A nir[n» U, = —o, B. ’.ILIT‘I"LI” =1.
C. lim u, =+o. D. nlim u, =0.
5.19. Cho u, =2*22*T*2" Gidi han ctia day s (u, ) bing
A1 B.2. [ D. 0.

5.20. Cho cép s6 nhan Ui vé han (u, ) véi u, = 327 Téng clia cép s6 nhan nay béng
A 3. B2 [ 2 12 D. 6.
5.21. Cho ham s6 f (x) = ¥x +1-/x+ 2. Ménh @é ding la

A lim f(x)=-o. B. lim £(x)=0.
s Pty
1
i =1 D. lim f(x)=—=.
. Jm #(9=-1 LaCLy
2
5.22. Cho ham s6 f(x) =X Kni @6 lim f(x) béng
Ix| x-50"
A0 B. 1. C. +o0, D.-1.
5.23. Cho ham s6 f(x) = |i+:| Ham s6 f(x) lién tuc trén
+
A (—o0;+0). B. (-w;—1].
& (—oc;—1)u(—1;+oo). D. [-1+x).
X +x-2 & 3
5.24. Choham s6 f(x) =~ x—1_ "o" X *". Ham s6 f(x) lién tuc tai x = 1 khi
a néu x =1
A a=0. B.a=3. C.a=-1 D.a=1.
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B -TU LUAN

5.25. Cho day s6 (u, ) co tinh chét |u, -1 < 2 cokét luan gi vé gioi han clia day s6 nay?
n
5.26. Tim gi6i han clia cac day s6 sau:

a)u,,:#;n_z: b)v,,:éske:sk: c)w,,:%.
5.27. \iét cac s6 thap phan vé han tuén hoan sau day dudi dang phén sé.
a) 1,(01); b) 5,(132).
5.28. Tinh céc gi¢i han sau:
A T
¢) lim 2-X X+2

: d) lim :
x1(1-x)° xoo Jax? 11
5.29. Tinh céc gi¢i han mét bén:

2
a) tim X =3 b) lim —=

x-3" | X =3 xot JI=X

5.30. Chirng minh réng giéi han Iinz]lil khéng t6n tai.
x>

5.31. Giai thich tai sao cac ham s6 sau day gian doan tai diém da cho.

Lt
a) f(x)= = néu x#0
1 néu x=0

tai diém x = 0;

(

1+x néu x<1
b)q(XH

; i diém x = 1.
12-x néu x=1 P

5.32. Luc hép dan tac dung lén mot don vi khéi lugng & khoang céch r tinh tr tam
Trai Dat la
G—”’;’ néur<R
R

F(r)=1 1
- néu r 2R,
r
trong d6 M va R 1an luot la khéi luong va ban kinh cla Trai Dat, G la hdng s6 hap dén.

Xét tinh lién tuc clia ham s6 F(r).

5.23. Tim tap xac dinh clia cac ham sé sau va giai thich tai sao cac ham nay lién tuc trén cac
khoang xac dinh clia ching.

x-2

sinx

cos X
x2 +5x+6

a)f(x)= b) g(x)=

1 <
5.34. Tim céc gia tri clia a @& ham s6 f (x) = {x; P lién tuc trén R.
x* néux>a

124
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HOAT PONG
THUC HANH

TRAI NGHIEM

MOT VAI AP DUNG CUA TOAN HOC
TRONG TAI CHINH
MUCTIEU

Hoc sinh biét van dung toan hoc dé giai quyét mét sé van dé tai chinh nhu bai toan guri tiét kiém
tich Iug, bai toan vay tra gop.

Chuén bj:

- Bang lai sut guri tiét kiém tich lu§ clia mét s6 ngén hang;

— Bang lai suat vay tra gop (khi mua nha, 616, ...) clia mét s6 ngan hang;
— May tinh cam tay.

Thure hién: Chia 16p 1am bén nhém va tién hanh nhur sau:

Bute 1. Cac nhém cung thuc hien HD1, HD2, HD3 trong bai hoc, dudi su hudng dan cla
gido vién, @& hidu céac khai niém va céng thirc can thiét.

Budc 2. Dya vao dir liéu da co o ppén Chuén bj va goi Y trong céc Van dung trong bai hoc,
GV dat ra nhiém vy thuc té cu thé cho tirng nhém. M&i nhém sé thue hién mét nhiém vu
riéng. Cac nhom hoan thanh nhiém vu duoc giao, sau d6 bao céo trudc lop.

Nhiéu giao dich tai chinh nhu giri tiét kiém tich
lug, vay tra gop,... lién quan @én cac khoan thanh
toan duoc thuc hién déu dan. Vi du, néu giri déu
dan 5 triéu ddng méi thang vao mét tai khoan tich
lu§ c6 lai sudt 6% mot nam, thi gia tri tai khoan
clia ban s& Ia bao nhiéu vao cuéi nam ther 5?
Néu vay 1 ti déng dé mua nha v6i I&i suat 9% mét
nam, thi sé tién ban phai tra héng thang la bao nhiéu
dé c6 thé tra hét khoan vay nay trong 10 nam?

MONTHLY
PAYMENT

Nhiing cau héi nhu vay lién quan d@én tdng cac s6 hang clia mét day sé. Trong bai nay, ching
ta s& str dung kién thirc vé céng thirc I&i kép va cap s6 nhan dé tra 16i nhiing cau hoi nay.

s
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1.S0 TIEN CUA MOT NIEN KIM

Nién kim la mot khoan tién duoc tra bang cac khoan thanh toan déu dan. Mac du tir “nién
kim” nghta la cac khoan thanh toan hang nam, thuc té chung co thé dugc thuc hién thanh
toan nlra nam, hang quy, hang thang hoac sau nhiing khoang thoi gian déu dan khac. Thanh
toan thuong duoc thurc hién vao cudi khoang thoi gian thanh toan. So tien ctia mét nién kim
& téng clia tt ca cac khoan thanh toan riéng 1€ tir thoi diém thanh toan dau tién cho dén khi
thanh toan cudi cung duoc thuc hién, cung vai tat ca tien Iai.

) wo1. 86 tién ctia mét nién kim
Bac Lan gl déu dan 10 triéu déng vao ngay dau méi thang trong vbng 5 nam vao mét tai
khoan tich Iu§ hudng Iai suat 6% méi nam, theo hinh thirc tinh 14i kép hang thang.
a) Tinh s6 tién c6 trong tai khoan vao cudi ki thir nhét, cudi ki thur hai.
b) Tinh s6 tién cé trong tai khoan vao cuéi ki thr n.
¢) Tinh s6 tién cé trong tai khoan ngay sau Ian thanh toan cuéi cing.
N6i chung, khoan thanh toan theo nién kim duoc goi 1 tién thué dinh ki va ki hiéu la R. Goi i
4 1&i suét trong méi khoang thoi gian thanh toan va goi n 14 s6 1an tra. Chung ta luon gia thiét
rang khoang thoi gian tinh 1&i kép bang thoi gian gilra cac 1&n thanh toan. Bang céch lap luan
tuong ty nhu trong HD1, chang ta thay réng sé tién A, clia mét nién kim la

A =R+R(+1)+R(A+i? +..+ RA+i)"™.

Vi day la téng clia n sé hang dau tién clia mét cap sé nhan véi s6 hang dau tién a = R va
céng bgi r= 1+ i, nén ta co

S6 tién cua nién kim
S6 tién A, clia mét nién kim bao gém n khoan thanh toan déu dan bang nhau va bang R
Véi |&i suét i trong m&i khoang thoi gian duoc cho béi
+i) =1
=

A -RL

) Vin dung 1. Anh Binh c&n dau tu bao nhiéu tién hang thang voi 1ai suat 9% méi nam, theo
hinh thirc tinh 18 kép héng thang, @é cé 200 triéu déng sau hai nam?

2.GIATRIHIEN TAI CUAMOT NIEN KIM
Néu ban nhan duoc 100 triéu ddng trong vong 5 nam ké tur bay gio, no sé co gia tri thdp hon
nhiéu so v6i viéc néu ban nhan duoc 100 triéu ddng ngay bay gid. Diéu nay la do sb tién lai
ma ban c6 thé tich Ity trong 5 nam t6i néu ban dau tu s6 tién d6 ngay bay gio. Ban sé chép
nhan sb tién nho hon nao bay gi¢ thay vi viéc nhan 100 triéu déng trong 5 nam t6i? Pay la
s6 tién, cling voi tién I4i, sé tri gia 100 triéu déng trong 5 nam t6i. S6 tién nay duoc goi la
gi trj hién tai.

) w2 Nhan biét gia trj hién tai cia mét s6 tién
Gia sl mot nguoi gui tiét kiém voi 14 suét kheng ddi 6% mot nam, theo hinh thirc tinh 14
kép hang quy.
a) Tinh l4i suét i trong méi quy va sé khoang thai gian tinh 14i trong vong 5 nam.

126
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b) Gia sir sau 5 nam ngudi d6 nhan duoc sé tién 100 triéu ddng ca vén Ian I&i. Tinh gié tri
hién tai clia s6 tién 100 triéu déng d6.
Tuong tw, néu sé tién A, dugc tra dan trong n khoang théi gian ké tir bay g va I&i suét trong
méi khoang thoi gian 1a i, thi gia tri hién tai A, clia n6 dugc cho boi
1-(1+i)"
—

A, = A(+i)" :R“*’i) Tsiyn=

Gia trj hién tai cua mét nién kim
Gia tri hién tai ctia m6t nién kim bao gém n khoan thanh toan déu dan bang nhau va bang
R v6i lai suét i trong méi khoang thoi gian duoc cho béi

o
A, :RM‘
1

3 vin dung 2. M6t ngudi tring x6 sb giai dac biét vai ti gia 5 ti @éng va s6 tién tring thudng
sé duoc tra dan hang nam, méi nam la 500 triéu déng trong vong 10 nam. Gia tri hién tai cla
giai dac biét nay Ia bao nhiéu? Gia sir rang ngudi d6 c6 thé tim duoc hinh thire dau tu voi
14i suat 8% méi nam, tinh 14i kép hang nam.

Tra gop la phuong thirc cho
vay tién ma cac ki tra no gée
3.MUATRA GOP va I3i trung nhau, Sé tién tra
no cia méi ki la béng nhau
Khi ban mua mét can nha hoac mét chiéc xe 6 t6 theo hinh  theo thoa thuan va s lai duoc
thifc tra gép, cac khoan thanh toan ma ban thuc hignlamet  tinh duatrén so du no goc va
khoan nién kim c6 gié tri hién tai la sé tién clia khoan vay, ~ N¢1han thuc te ca ki han tra
no. Tra gop con ap dung trong
) 193. Anh Hrng muén mua mét chiéc xe 6 16 theo hinh thirc - viée cho vay tiéu dung, mua
tra gop dé chay xe dich vu. Anh 4y c6 thé tra dan 10 triéu  tai san gia tri lon nhu nha dat,
ddng méi thang nhung khéng cé tién tra truéc. Néu anh 616, ..
Hung c6 thé thuc hién cac khoan thanh toan nay trong vong
5 nam va I4i suat la 10% mét nam, thi hién tai anh y co the
mua duoc chiéc xe 6 t6 véi mirc gia nao?

Mua tra gép

Néu mét khoan vay A, phai duroc hoan tra trong n 1an thanh toan Géu dan béng nhau voi

13i suét i trong méi khoang thoi gian thi sé tién R clia m&i khoan thanh toan la
.

1—(1+i)"

) vin dung 3. Mot cap vo' chéng tré vay ngan hang 1 ti dng vai 14 suét 9% mot nam dé mua
nha. Ho du dinh sé tra gép hang thang trong vong 10 nam dé hoan tra khoan vay nay. Hoi
méi thang ho sé phai tra cho ngan hang bao nhiéu tién?
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LUC CANG MAT NGOAI CUA NUGC

MUCTIEU

Hoc sinh biét thuc hién thi nghiém dé thu thap dr liéu, biét sir dung nhiing sé déc trung cla sé
ligu ghép nhém dé so sanh két qua va rat ra mot sb két lun.

Nudc cling nhur cac chét 1ong déu c6 Iuc céng bé mat hinh
thanh do su tuong tac gitra cac phan tir cla chét Iong. S&
rat kho dé théi bong bong tir nudre do luc cang bé mat clia
nuéc Ion. Tuy nhién, néu pha thém xa phéng vao nuéc viéc
nay sé dugc thuc hién do xa phong lam giam Iwc nay clia
nuéc. Lurc cang yéu bong béng cang lon.

Trong bai trai nghiém nay ching ta sé xem xét anh hudng
clia nhiét d6 téi luyc cang mat ngoai clia nudc xa phong
théng qua viéc so sanh duang kinh bong béng théi tir dung
dich xa phong & nhiét d6 khac nhau.

2 1oL Thu thap diF liéu

Chuén bi:
— Nuéc, nudc néng — Céc, thia, 6ng hut
— Xaphong — Gidy bong kinh, gidy c6 dudng ké chia centimét

— Nhiét ké — But, giy.

Thuce hién:

+ Nhém 1:

— Bude 1. Pha xa phong vao nuéc & nhiét a6 phong

— Bude 2. Dat to gidy ké 6 li xubng dudi tdm nhua

— Buwde 3. Dung thia muc mét lugng nudc xa phong dd 1én trén tam nhya
— Buée 4. Dung éng hut théi bong dén khi bong vo

— Buwde 5. Xac dinh dudng kinh bong bong

— Bude 6. Luu két qua do vao bang theo méu sau:
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Nhém 1
Buong kinh
bong bong |[2; 4)|14: 6)|16: 8)| [8; 10) |[10; 12)|[12; 14)|[14; 16)|[16; 18)|[18; 20)|[20; 22]
(cm)
Két qua
(danh déu /) L |

Bang 1. Két qua thi nghiém trén nudc xa phong & nhiét do phong
« Nhém 2: Thuc hién tuong tu véi nudc nong (70° C - 80° C).
) wo2. Lap bang tan sé ghép nhom cho két qua thi nghiém thu duoc & hai nhém theo mau sau:

Buong kinh
bong bong |[2; 4)([4; 6)|[6; 8)|[8; 10) |[10; 12)|[12; 14)|[14; 16)|[16; 18)|[18; 20)([20; 22]
(cm)

Nhom
1
Tan s6

Nhom
2

Bang 2. Bang tan s4 ghép nhém cho dir liéu dudng kinh bong béng
) uo3. Dya vao Bang 2, hay tinh va so sanh s6 trung binh, trung vi, mét cia mau da liéu thu
dugc vé duong kinh bong béng clia méi nhém.
) woa. Cac ban hoc sinh 16p 118 da thuc hién thi nghiém va thu dugc bang két qua sau:

Buang kinh bong béng (cm)

[4.6) | [6:8) | [8:10) |[10;12) | [12;14) | [14; 16) | [16; 18) | [18; 20]

. i 1
Nhom 2 / " / " " "

" nn nn
Nhom 1 / / " " n m /

a) Hay thuc hién HD2 va HD3 dua vao bang két qua thi nghiém trén. Tur 66 rat ra két luan
vé anh huéng clia nhiét d6 Ién stic cang bé mat clia nurde xa phong.

b) Tai sao giat quan &o bang nudc &m (voi nhiét dé thich hop voi chét ligu vai) sé lam sach
dé dang va nhanh chéng hon?
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BANG TRA CU'U THUAT NGUY

C Cépsbcong 48
Cép sbé nhan 52
Chiéu quay (am, dwong) 6
Cong béi 52
Cong sai 48
Céng thirc bién déi tich thanh téng 19
Céng thire bién ddi téng thanh tich 20
Céng thirc cong 17
D Daysé 42
Day s6 bj chan 45
Day s6 c6 gi6i han htru han 105
Day sé co gi6i han 0 105
Day s6 c6 gi6i han vé cuc 108
Day s6 giam 45
Day s6 httu han 43
Day s6 khéng déi 48
Day sé tang 45
Day s6 v6 han 42
P Dinh li Thalés trong khéng gian 91
Binh Ii v& giao tuyén clia ba
mat phang 81
Béng phéng clia cac diém 72
Déng phéng clia hai duéng thang 78
Budng thang cat mat phang 84
Buong théng song song voi
mat phang 84
Buong tron lugng giac 10
G Giao tuyén clia hai méat phang 73
Gi6i han v6 cuc clia ham s tai
moét diém 115
Gidi han ctia ham s6 tai mét diém 111
Gigi han ctia ham s6 tai vé cuc 114
Gigi han mét bén 113
Goc lugng giac 6
H Hai duong thang chéo nhau 78
Hai duong thang song song 78
Hai duéng thang cat nhau 78

130

Hai mat phang song song 88

Ham sé chén 24

Ham sé 1& 24

Ham sé lién tuc tai mot diém 119

Ham s6 lién tuc trén mét khoang 120
Ham sé luong giac 23

Ham s6 tuan hoan 24

Hé thirc Chasles 7

Hinh biéu dién 98

Hinh chiéu song song 96

Hinh chép 75

Hinh hép 93

Hinh lang tru 92

Hinh tir dién 76

Mét phéng 71

M&u s6 liéu ghép nhom 59

Mét 66

Nghiém ctia phuong trinh luong giac 32
Phép chiéu song song 96

Phuong trinh lugng giac co ban 31

S6 do clia goc lugng giac 6

S6 hang clia day s6 43

S6 hang téng quat clia day sb 42

S6 hang tong quéat clia cap sb cong 49
S6 hang téng quat cla cap sé nhan 53
S6 trung binh 62

Tia cuéi ctia goc lugng giac 6

Tia dau clia goc lugng giac 6

Téng n s6 hang dau ctia cap s6 cong 50
Téng n sé hang dau clia cép sb nhan 54
Téng cép sb nhan Ui vé han 107
Trung vi 64

Tryc césin 11

Truc sin 11

T phan vj 65
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BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat nglr

Giai thich

Biéu dién mét goc luong giac
trén dudng tron lugng giac

Phép biéu dién giao diém clia tia cudi clia mét géc luong
giac voi duong tron lugng giac

Cép s6 nhan i v6 han

C#ép sb nhan vé han cé cong béi g voi |g] < 1

Day s6 hitu han

Day s6 chi gém c6 h(iu han sb hang

Buong hinh sin

D6 thi clia cac ham sé y = sinx va y = cosx

Budng tron lugng giac

Buéng tron co tam tai géc toa @6, ban kinh bang 1,
duogc dinh huéng va lay diém A(1; 0) lam diém géc cla
duong tron

Gia tri lurong giac clia mét goc
lrong giac

Cac gia trj sin, cosin va tang, cétang (khi chung xac dinh)
clia mét goc luong giac

Gi6i han mét bén ctia ham sé
tai mét diém

Gi6i han bén phai hodc giéi han bén trai clia ham sé tai
mot diem

Ham s gian doan tai mot diém

Ham s6 khong lién tuc tai diém do

Ham s6 lién tuc trén doan [a; b)

Ham s6 lién tuc tai moi diém clia khoang (a; b), lién tuc
phai tai diém a va lién tuc trai tai diém b

Hé thirc luong giac co ban

Cac hé thuc luong giac lién hé gitra cac gia tri lvong
giac sin o, cos o, tan o, cot o. clia géc o.

Hinh biéu dién ctia mét hinh
khoéng gian

Hinh chiéu song song clia hinh khéng gian trén mét mat
phéng hodc hinh déng dang véi hinh chiéu d6

Hinh hoc khéng gian

Mén hoc nghién ctru tinh chét clia cac hinh 6 thé khong
cing ndm trong mét mat phéng

Phép chiéu song song

Phép dat tuong Ung méi diém M trong khéng gian voi
diém M’ 1a giao clia duong théng qua M va song song
(hodc trung) véi duong thang / cho truée va mat phang
(P) cho truéc

Phuong trinh lvong giac

Phuong trinh c6 chtra &n sé duéi dau ham sé lugng giac

Radian

Bon vj do goc lrong giac
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Nha xudt bdn Gido duc Vigt Nam xin trdn trong cdm on
cdc tde gid c6 tac phdm, tw liéu dwoe sie dung, trich din
tromg cutsdch niy,

Chiju trach nhiém xuét ban:
Chu tich Héi déng Thanh vién NGUYEN BUC THAI
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiju trach nhiém ndi dung:
Téng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap n6i dung: HOANG VIET — VO THI VAN
Bién tap mi thuat: NGUYEN BICH LA

Thiét ké sach: PHAN TH| THU HUONG

Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA

Minh hoa: BUI VIET DUY

Stra ban in: VO THI THANH TAM

Ché ban: CTCP M THUAT VA TRUYEN THONG

Ban quyén thuéc Nha xuét ban Giao dyc Viét Nam.

Tét ca cac phan clia ndi dung cuén sach nay déu khéng duoc sao chép, luu trlr,
chuyén thé duéi bat ki hinh thirc nao khi chua co sy cho phép bang van ban clia
Nha xuét ban Giao duc Viét Nam.

TOAN 11 — TAP MOT

Ma s6: ...

In ... ban, (@D ...) khé 19x 26,5 cm.

Bonviin: ..

Cosin: ...

S6 DKXB: .../[CXBIPH/.../GD.

S6 QDXB: ../QD - GD - HN ngay ... thang ...nam ...
In xong va nép luu chiéu thang ... nam 20...

Ma s6 ISBN: ...
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HUAN CHUONG HO CHI MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 11 - KET NOI TRI THUC VG1 CUOC SONG

1. Ngitvan 11, tipmot

2.Ngitvan 11, tip hai

3. Chuyén dé hoctap Ngii van 11

4.Todn 11, tip mot

5.Todn 11, tip hai

6. Chuyén 8 hoc tip Todn 11

7.Lichsit 11

8. Chuyén dé hoctap Lich s 11

9.9iali1n

10. Chuyén 3é hoctap Djali 11

11.Gido dyc Kinh té va Phap luit 11

12. Chuyén & hoc tap Giso duc Kinh t& v Phip luit 11
13.vithi1

14. Chuyén 8é hoctapVat li 11

15. Hod hoc 11

16. Chuyén dé hoctap Hod hoc 11

17.Sinh hoc 11

18. Chuyén dé hoctap Sinh hoc 11

19. Cong nghé 11 - Gang nghé ca khi

20. Chuyén 8¢ hoc tap Cong nghé 11 - Cong nghé co khi
21 Gng nghé 11 - Géng nghé chan nudi

22. Chuyén 8é hoc tip Cong nghé 11 - Cong nghé chan nusi
23.Tin hoc 11 - Binh huéng Khoa hoc miy tinh

24.Tin hoc 11 - Binh huéng Tin hoc ing dyng

25. Chuyén 6 hoc tip Tin hoc 11 - Binh hudng Tin hoc iing dung
26. Chuyén d hoc t3p Tin hoc 11 - Dinh hu hocmdy tinh
27. Mithudt 11~ Thiét ke mi thudt da phulang tién
28. Mithu3t 11 - Thiét ké d6 hoa

29. Mithudt 11~ Thiét ké thif trang

30. Mithudt 11~ Thiét ke mi thudt sin khiu, dién dnh
31 Mithudt 11 - Liludn va lich sifmi thuit

32. Mithudt 11 - Diédu khic

33, Mithut 11 - Kién tric

34. Mithudt 11~ i hoa

35.Mi thudt 11 - 06 hoa (tranhin)

36. Mi thudt 11 - Thiét ké cbng nghiép

37. Chuyén dé hoc tap Mi thudt 11

38.Amnhac11

39. Chuyén 8é hoc tip Am nhac 11

40. Hoat éng trki nghiém, huéng nghiép 11

41.Gido duc thé chit 11 - Béng chuyén

42.Gido duc thé chit 11 -Bong a4

43.Gido duc thé chit 11 - Ciulong
44.Gido duc thé chit 11 -Bong ré

45. Gido dyc quic phong v anninh 11

46.Tiéng Anh 11 - Global Success - Sich hoc sinh

Cécdon vi dau méi phat hanh
« MiénBéc: CTCPDau tu va Phét trién Gido duc Ha Noi
CTCP Sach va Thiét bi Giao duc mién Bic
« Mién Trung: CTCP D4u tu va Phét trién Gido duc Pa Nang
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc n Trung
« Mién Nam: CTCPDau tuva Phat trién Gido duc Phuong Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc Cliu Long
Sachdiéntl:  http://hanhtrangso.nxbgd.vn

Kich hoat 86 mé hoc libu dién ik C0 p nhi rén tem
8 nhin ms <6, Truy cdp http//Manhtrangso,mbgd v
VA nhdp md 56 tai biéu tugng chia khod.
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Toan bd Ebook co trén website Blogtailieu.com déu
cd ban quyén thudc vé tac gia,

Blog Tai Liéu khong thu hay yéu cau khodn phi nao,
khuyén khich cac ban néu c6 khad ning hady mua sach
dé ang ho tac gia. Blog Tai Liéu Tran trong cam o'n cac
ban quan tam trang blogtailieu.com

HUONG DAN TAI BAN PEP

Blogtailieu.com/huong-dan-co-ban

N@i dung cap nhat lién tuc trén blog tai li¢u
Ngudn tai liéu:
Hoc10. vn

Hanh trang sd. nxbgd. vn



https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/?p=21647
https://blogtailieu.com/
https://blogtailieu.com/
https://go.isclix.com/deep_link/5630381658604254983?url=https://shopee.vn
https://go.isclix.com/deep_link/5630381658604254983?url=https://shopee.vn
https://go.isclix.com/deep_link/5630381658604254983?url=https://tiki.vn
https://go.isclix.com/deep_link/5630381658604254983?url=https://tiki.vn
https://blogtailieu.com/huong-dan-co-ban

